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Secundaria Activa es el resultado de la actualizacion y cualificacion del modelo
educativo Telesecundaria, en su versién colombiana (1999-2002), que a su
vez fue adaptado de los modulos de Telesecundaria Mexicana por parte del
Ministerio de Educacion Nacional.

Esta actualizacion se hizo dentro del marco del contrato No. 428 de 2010,
suscrito entre el Ministerio de Educacion Nacional y Aguirre Asesores S.A.S.,
cuyos derechos fueron cedidos al Ministerio de Educacion Nacional.

El Ministerio de Educacién Nacional agradece a la Secretaria de Educacion
Pablica de México (SEP) y al Instituto Latinoamericano para la Comunicacion
Educativa (ILCE) el apoyo técnico y la generosidad en la transmision de los
avances educativos y tecnoldgicos al Ministerio de Educacion de Colombia,
durante los afios comprendidos entre 1999 y 2002.

Articulo 32 de la ley 23 de 1982

El siguiente material se reproduce con fines estrictamente académicos y es
para uso exclusivo de los estudiantes del modelo Secundaria Activa, de acuerdo
con el Articulo 32 de la ley 23 de 1982, cuyo texto es el siguiente: “Es permitido
utilizar obras literarias o artisticas o parte de ellas, a titulo de ilustracion,

en otras destinadas a la ensefianza, por medio de publicaciones, emisiones

o radiodifusiones, o grabaciones sonoras o visuales, dentro de los limites
justificados por el fin propuesto, 0 comunicar con propdsito de ensefianza

la obra radiodifundida para fines escolares, educativos, universitarios y de
formacion personal sin fines de lucro, con la obligacién de mencionar el nombre
del autor y el titulo de las obras utilizadas”.
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a educacién es un derecho establecido en la Constituciéon Politica de

Colombia. En cumplimiento de ese mandato, el Ministerio de Educacion

ha disefiado y cualificado diferentes modelos educativos flexibles como
alternativas a la oferta educativa tradicional, para responder a las caracteristicas
y necesidades particulares de los grupos poblacionales.

Es asi como el Ministerio de Educacién Nacional presenta el modelo educativo
Secundaria Activa dirigido a los estudiantes de basica secundaria de las zonas
rurales y urbanas marginales. Una alternativa de alta calidad, encaminada a
disminuir las brechas en cuanto a permanencia y calidad en este nivel educativo.

La propuesta pedagogica de Secundaria Activa privilegia el aprendizaje
mediante el saber hacer y el aprender a aprender. En procura de este objetivo,
los textos estan orientados al desarrollo de procesos relacionados con los
saberes conceptuales, procedimentales y actitudinales que, de manera
significativa y constructiva, van configurando las habilidades de los estudiantes
para alcanzar el nivel de competencia esperado en cada grado.

Por esa razon, estos modulos de aprendizaje estan disefiados sobre una ruta
didactica y editorial pensada para que los estudiantes, a partir del andlisis e
interpretacion de diversas situaciones problema, puedan aproximarse a su realidad
y a su cotidianidad, y le encuentren significado a los contenidos planteados.

Secundaria Activa cuenta entre sus componentes con médulos para los
grados 6, 7, 8 y 9 de la bdsica secundaria, en las dreas de Matematicas,
Lenguaje, Ciencias Naturales y Educacién Ambiental, Ciencias Sociales,
Educacién Etica y Valores Humanos, Educacién Artistica, Educacién Fisica,
Recreacion y Deporte y orientaciones para la formulacién e implementacion
de proyectos pedagégicos productivos.

Dispone también de un manual de implementacion que ofrece indicaciones
generales y pedagégicas sobre el modeloy, de guias para los docentes por cada
area y grado, en las que encuentran orientaciones disciplinares y didacticas
que apoyan su trabajo en el aula.

Esta propuesta es una oportunidad educativa para que muchos jovenes puedan
continuar sus estudios de bdsica secundaria y ampliar sus posibilidades de vida
digna, productiva y responsable, como ciudadanos colombianos.

El modelo surgi6 del proceso de cualificacion y adaptacién de los médulos
de Telesecundaria de México (1999-2002) para lograr la versién colombiana.
El Ministerio de Educacién Nacional de Colombia reitera su agradecimiento
a la Secretaria Pdblica de México (SEP) y al Instituto Latinoamericano para
la Comunidad Educativa (ILCE) por el apoyo técnico y la generosidad en la
transmision de los avances educativos y tecnolégicos durante esos afos.

MINISTERIO DE EDUCACION NACIONAL






Estructura Secundaria Activa

¢Como esta compuesto
el modelo Secundaria Activa?

El modelo Secundaria Activa contiene materiales educativos para siete dreas del
conocimiento: Matemadticas, Ciencias Sociales, Lenguaje, Ciencias Naturales,
Etica, Educacién Fisica y Educacion Artistica. Ademas, presenta orientaciones
para el desarrollo de Proyectos Pedagégicos Productivos en los establecimientos
educativos en los que se implementa el modelo. Estas orientaciones estan
dirigidas a docentes y a estudiantes por conjuntos de grados.

Estos materiales estan conformados por médulos para los estudiantes y
guias didacticas para los docentes de cada grado.

Lisngienfa




¢ Como son los médulos
de los estudiantes?

Los médulos de aprendizaje son los documentos basicos de trabajo para el
estudiante. En ellos se consignan los estdndares basicos de competencias pro-
pias de cada area, asi como los diferentes momentos para desarrollar y aplicar
los conceptos y temas propuestos.
Cada médulo esta compuesto por:
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Es la seccién mayor que retine los capitulos y
los temas. Son cuatro unidades por cada médu-
lo para las areas bésicas (Lenguaje, Matemati-
cas, Ciencias Sociales, Ciencias Naturales, Etica
y Valores y Educacion Fisica).

Es la presentacion de la unidad de manera mo-
tivadora. Este titulo alude a la situacién general
que se trabajara en la unidad y guarda relacion
con las competencias propuestas por el MEN.

Presenta una situacion problematica de la vida
cotidiana, la cual requiere el ejercicio de diferen-
tes acciones de pensamiento como argumentar,
discutir, explicar, debatir, indagar o proponer. Esta
situacion contextualiza al estudiante con los
desarrollos basicos de la unidad y procura desequi-
librios conceptuales que motiven al estudiante a
encontrar soluciones. La situacién planteada se
acompana de preguntas hipotéticas.

De manera enunciativa, exponen los estandares
bdsicos de competencia y actividades que se
desarrollaran en los capitulos.
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Corresponde a cada una de las divisiones de la Son las partes en que se dividen los capitulos.
unidad y se refieren a los lineamientos o ejes Cada tema se compone de los siguientes
articulares de cada area. momentos:
* Indagacién
Muestra de manera sucinta y gréfica los princi- e Conceptualizacion
pales elementos que se tratan en el capitulo y e Aplicacion

se convierte en un indicativo del derrotero y la
interrelacion de los elementos tratados.

Indagacion

El propésito de este primer momento es acercar a los estudiantes a la temdti-
ca mediante actividades previas como la presentacion de situaciones, textos,
material grafico y actividades, que por su atractivo motivan a los jévenes y
con ello establece un primer acercamiento a los contenidos que se abordan.
Igualmente, pretende indagar por los saberes previos que traen los estudian-
tes, a través de situaciones variadas.



En este segundo momento confluyen diversas experiencias de aprendizaje
que buscan la comprension de los contenidos a través de lecturas y diversas
actividades cognitivas. Los contenidos se elaboran de acuerdo con el desarro-
llo cognitivo de los estudiantes de cada grado, lo que implica una adecuada
seleccion de los mismos y su profundidad, presentacién y lenguaje adecuado.
A la par de los contenidos, existen herramientas cognitivas que acompanan
los contenidos conceptuales para favorecer su comprension; por esto se pre-
sentan con subtitulos como ubicar, identificar, analizar, comparar, explicar,
clasificar, inferir, transferir, aplicar, predecir, comunicar, entre otros.

Aplicacién

Este tercer momento tiene por objeto trabajar las habilidades propias que desa-
rrolla el area. Por ello, las actividades que se realizan enfrentan al estudiante a
una situacion real o de contexto para que logren un aprendizaje significativo.

Dentro de los temas también se encuentran unas secciones flotantes que tie-
nen el propésito de dinamizar los contenidos, presentando informacion que
amplia o se relaciona con el concepto trabajado. Todas las areas comparten
la seccién Entendemos por, en la que se presentan las definiciones de los
conceptos clave. Las otras secciones estan definidas en particular para cada
una de las dreas (ver informacién iconos).

Esta seccion se presenta a lo largo del momento de la conceptualizacion. Es un espacio que
consta de actividades de aprendizaje que acompaian los contenidos conceptuales para
favorecer su comprension.

Entendemos por...
En este ladillo se incluyen las definiciones de los conceptos clave. El propésito de esta
seccion es enriquecer el léxico del estudiante.




Dia a dia

Aqui se trata de un texto en el que se relacionado la
tematica que se va desarrollando con aspectos de la
vida diaria, con los que se relaciona el estudiante en
su diario vivir, de tal manera que se evidencia como
el conocimiento de la escuela tiene relacion con la
cotidianidad y por lo tanto es significativo.

Cierre de capitulo

Al finalizar, cada capitulo ofrece:

Diversion matematica
Es airear el tema con algtin acertijo o juego relacionado

con el tema.
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O Este capitulo fue clave porque
Presenta al estudiante una sintesis de los temas
desarrollados durante el capitulo, para lo cual
destaca su importancia y aplicabilidad.

© Conectémonos con
Propone informacién que evidencia la relacién
de los contenidos basicos tratados con los de
otras areas de estudio y con las habilidades que
estos puedan desarrollar.

1
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Cierre de unidad
Cada una de las unidades presenta al final:

ﬁ

O Aepasamos io visla '

Fommms e o — i

S —— O ———
[

o tam g b e
[E————

[ ——

Lo e — e o v g
T ]

[ ———————————

Bt e e e et
L T T e —

e e e e e
e T E

B S P S —
e

Py T —
e

0]

Es la sintesis de la unidad y la conclusién
de la situacién problema.
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Esta seccion aprovecha el tema trabajado en la
unidad, para relacionarlo con la vida del cam-
po, de tal forma que los conceptos que se de-
sarrollan contribuyan a la comprensién de fe-
némenos sociales y naturales rurales: ambiente,
procesos productivos, organizacion comunita-
ria, paisaje, entre otros.

Presenta informacién relacionada con aspectos
como interpretacion del tema por sujetos del pa-
sado o aplicaciones tecnoldgicas en diferentes
épocas, con la intencion de motivar al estudian-
te, presentando la manera como los conceptos,
las habilidades y los valores desarrollados por el
género humano, en algunas oportunidades pue-
de sorprender.
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Corresponde a los procesos de valoracion del aprendizaje y evalda si los
aprendizajes de los estudiantes son significativos. También se busca que el
estudiante sea responsable y controle su proceso de aprendizaje, es decir,
su habilidad de autorregulacion.

Esta seccion esta conformada por tres ejes:

Coevaluacion. Se presenta en la seccién de Reflexiono y trabajo con
mis companeros, en la cual se mide la aprehensién de los conceptos,
competencias y procedimientos esenciales a manera de aprendizaje co-
laborativo. El objetivo de esta seccién es que el estudiante se vea frente
a sus pares y los reconozca como interlocutores validos. A este respecto,
el estudiante podra comparar sus respuestas con las de sus compaferos.

Heteroevaluacion. En el apartado titulado Le cuento a mi profesor,
se establece un didlogo entre el docente y el estudiante para medir
los alcances y logros especialmente de caracter procedimental (saber
hacer) de las competencias, por medio de matrices que estipulan los
criterios de calidad basicos de la unidad. Las matrices se ajustan desde
los enunciados o metas de desarrollo y los criterios propios del Decreto
1290 de 2009.

Autoevaluacion. Corresponde a la seccion Participo y aprendo, fran-
ja que cierra el proceso de valoracién con una matriz en donde el estu-
diante se evalta. Igualmente, esta seccion permitira establecer los pro-
cesos de mejoramiento para las unidades subsiguientes.

13



Resolvamos
La invencién de los nimeros ha estado asociada a la
resolucién de los problemas con los que se han en-
frentado los humanos. Cuando hubo necesidad de
contar y enumerar, se crearon los nimeros natura-
les. Con ellos se pueden realizar operaciones como
sumar y multiplicar con la seguridad de que el re-
sultado de estas operaciones siempre es un natural.
Pero al efectuar sustracciones puede suceder
que no haya un nimero natural que exprese su re-
sultado. Para satisfacer esta necesidad se constru-
yeron los nimeros enteros. Este es el significado
que tienen las deudas y los saldos rojos en los ex-
tractos bancarios. Sin embargo, los enteros no son
suficientes para resolver, por ejemplo, problemas
de medicion, asi surgen los fraccionarios, con los

Conjunto de los

numeros reales

cuales se puede expresar la medida de una llave de
34 de pulgada, y muchos otros datos de la ciencia 'y
la tecnologia. El sistema numérico se ha ido enri-
queciendo con nuevos nimeros.

Ya se tienen los naturales, los enteros y los frac-
cionarios. Este es, entonces, el sistema numérico
que denominaremos nlimeros racionales.

Pero la historia no termina aqui, como ya vis-
te, nuevos problemas llevan a la construccion de
otros ndmeros, como en el caso de expresar la
longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 1
unidad: 2 unidades. O también la relacién que
existe entre la longitud de una circunferencia y su
didmetro, denominada 7. Asi aparecen los llama-
dos nlimeros irracionales.




Referentes de calidad

Utilizo ndmeros reales en sus diferentes representaciones en diversos contextos.

Resuelvo problemas y simplifico calculos usando propiedades y relaciones de los
ndmeros reales y de las relaciones y operaciones entre ellos.

Utilizo la notacidn cientifica para representar cantidades y medidas.

Identifico la potenciacién, la radicacién y la logaritmacién para representar
situaciones matemdticas y no matematicas y para resolver problemas.

Capitulos

. Construccion del

conjunto de los
ndmeros reales

. Operaciones entre

ndmeros reales, con sus

propiedades

. Expresiones algebraicas

y Ecuaciones e
Inecuaciones

. Sucesiones y

Progresiones




Capitulo1 —

Construccion del conjunto

de los numeros reales

En la vida cotidiana, casi todas las personas han
solicitado un crédito, como una transaccién co-
mercial importante en su vida.

Después de solicitar y negociar el crédito en di-
ferentes establecimientos bancarios, por lo general
es preciso elegir un plan de crédito que favorezca
en gran parte el compromiso monetario adquirido.

;Como hacerlo?

Cuando de escoger un plan se trata, ;se busca el
que no incluye un costo por la solicitud, el que exi-
ge menos requisitos, el que ofrece la tasa de interés
mas baja, o el que regala electrodomésticos gratis?

Se deben comparar los costos de los créditos
que nos ofrecen, mediante ecuaciones que descri-
ban el costo de cada uno, de tal manera que se
pueda determinar en qué mes los costos en que se
incurre por cada uno son iguales.

7 ] ]
que se que se que se
representan representan representan
| Con la | Con la
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Expresiones no
periodicas con
infinitas cifras
decimales

Unidad 1. Conjunto de los numeros reales



Tema 1. Los numeros irracionales y
su ubicacion en la recta numérica

Indagacion

Ya sabes que todo ndmero que pueda escribirse como fraccionario se llama
nimero racional.

Tal es el caso de cualquier entero positivo o negativo

Algunos nimeros decimales también tienen una fraccién equivalente, como

por ejemplo: 1.5= B compruébalo realizando la division 3 entre 2.

Pero, hay otros nimeros que no tienen una fraccién equivalente, como
es el caso de V2 cuya construccién con regla y compas, sobre la recta nu-
mérica, puedes hacerla en tu cuaderno siguiendo los pasos que se explican

a continuacion.

1. Traza un cuadrado de lado 1 sobre la recta numérica.

0 53 >

2. Trazale la diagonal al cuadrado, partiendo de cero.
1

0o 1T 2 3 >

;Recuerdas el teorema de Pitagoras? Aplicandolo obtenemos el valor de la
diagonal del cuadrado.

3. Con el compas, clavado en 0 y abertura donde termina la diagonal, traza
un arco que corte a la recta.

1

17

Capitulo 1. Construccion del conjunto de los nimeros reales
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Observa que el arco corta a la recta un poco antes que 15 . es decir, poco

antes que 1,5. Si calculamos por Pitagoras o buscamos la V2 en una calcula-
dora, encontraremos que \2 =1.4142...

El pasar la medida de la diagonal, con el compds, sobre la recta numérica,
nos permite ubicar con precision la v2 .

Segun la construccion anterior, completa los enunciados siguientes y com-
para tus respuestas con algunos companeros:

1. Una diagonal de un cuadrado, lo divide en dos
rectangulos e isosceles.
2. Para calcular la medida de la hipotenusa apliqué el

de

3. La hipotenusa de un tridngulo rectangulo isésceles de catetos 1 unidad, mide

unidades.

Otros nimeros irracionales son:

m=3,1415926535...,

e=2.71828182845904523536. ...,

las raices cuadradas de los ndimeros primos:

V2 5 s T e s i

sRecuerdas los ndmeros primos que hay entre 1 y 100? Puedes consul-

tar el libro de sexto

Conceptualizacion

El sistema numérico se ha ido enriqueciendo con
nuevos numeros. Ya se tienen los naturales N, los
enteros Z y los racionales Q. Pero la historia no
termina aqui, como ya viste, nuevos problemas Ile-
van a la construccién de otros nimeros, como en
el caso de expresar la longitud de la diagonal de
un cuadrado de lado 1 unidad, cuya longitud es

V2 unidades. O también la relacién que existe
entre la longitud de una circunferencia y su dia-
metro cuyo valor es 7. Asi aparecen los Ilamados
numeros irracionales.

El Niomero de Oro o La Divina
Proporcién ¢ o Proporcion aurea

Fue el primer nimero irracional encontrado por
los pitagoéricos.

Dos cantidades estan en la proporcién de oro si
el cociente de la suma de las cantidades a la mayor
cantidad es igual a la proporcion de la cantidad mas
grande a la mds pequena.

a b

— 7

——
a+b

a+besaag comoaesab

Unidad 1. Conjunto de los numeros reales



Tema 1 // Los numeros irracionales y su ubicacion en la recta numérica

a+b_a=¢

Esto es:
a

aproximadamente 1.61803398...

1+\/g

2

¢=1.61803398 =

& es un nimero irracional, una constante matematica.

Pueden construirse unos rectangulos que cumplan esta misma relacion asi:
B

A

---------------- B

C

D

Sea el rectangulo ABCD. Si sobre él se traza el cuadrado ABB’A’ queda el

rectangulo A'B’CD.
Las longitudes de los lados de este rectdngulo y las del rectdngulo inicial ABCD

determinan la siguiente proporcion:
AB_AD
AD DC
Los rectangulos que cumplen esta condicién de proporcionalidad son llama-

dos rectangulos aureos.
;Como construir uno de ellos? Supongamos que la longitud del segmento

AB =1 unidad.
sCoémo encontrar cuanto mide el segmento AD?
Si reemplazamos en la proporcién la longitud de los segmentos AB y AD asi:

AB =1y AD = x entonces A' D = x — 1 se tiene la ecuacion:
1_x-1
x 1
1=x<x-1)

0=x%-x-1
Cuya solucién se estudiara mas adelante. Por ahora te contamos que el valor

hallado para x es:
1+Vs unidades
2 19
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Utiliza la calculadora para hallar un valor aproximado de x.
Escoge para AB la longitud de 1 dm y construye el rectdngulo correspondiente.

El ndmero irracional 1+J§ es llamado nimero de oro
2

o0 aureo y se designa por la letra griega ¢ (fi).

Rectangulos aureos han sido utilizados en el arte, tal es el caso del rectangulo
idealizado en el cual se inscribiria la fachada del Partenén de Atenas

El niimero e

Este nimero aparece en la expresién matematica de la curva llamada catenaria,
que describe una cadena o cualquier cable o hilo flexible que pende sujeto por
sus extremos.

20
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También aparece en ciertos procesos de creci-
miento de una poblacién animal o vegetal, como
es el caso del crecimiento del molusco Nautilus.
Igualmente se encuentra asociado a las expresio-
nes de capitalizacién compuesta y son la base de
los llamados logaritmos naturales.

Aplicacién
1. Construye sobre la recta numérica, V5 a partir 7. Indicar cudles de los siguientes nimeros son
de un rectangulo de base 2 unidades y altura 1. irracionales:
Sigue los pasos de la construccion de V2 de la ;
indagacién. a) 25, V24, ? V2, 0.616263...
2. Tomando un rectangulo de base 5 unidades y al- 8. Ordenar cada grupo de niimeros de mayor
tura 1 unidad, ubica en la recta numérica V26 . a menor:
3 T 3
3. Ubica en la recta numérica /17 . 2 -2.43, Bk _3\/5
4. De los siguientes nimeros, jcudles son irra- 9. Juan y José discuten sobre los nimeros que
cionales? se encuentran en el siguiente conjunto:

BB o, 12, 55 2436, 2m, e ¢ 3¢

5. Construye una recta numérica y localizar en
ella tres nimeros irracionales entre -1y 1.

6. Marcar con una X la situacion para la cual el

valor resulta ser un niimero irracional: Juan dice que todos los nimeros del conjunto
son irracionales. José dice que Juan estd equivoca-
a) El lado de un cuadrado, cuya édrea es 25 cm2. do, pues entre esos nimeros hay nlimeros enteros.
b) El valor de la diagonal de un cuadrado cuyo ;Quién tiene la razén, y por qué?
lado mide 1 cm.
c) La longitud de una circunferencia. 10. Escribe 10 nimeros que se te ocurran, de
d) El area de un circulo. diferentes conjuntos y pidele a un companero

que haga lo mismo. Después, tu clasificas los
nimeros de él, y él los tuyos.

21
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Entendemos por...
Numero periddico a aquel niimero racional cuya caracteristica es la repeticion
indefinida de una o varias cifras decimales. Por ejemplo:

% =0.333... ; % =0.142857142857142857...

Infinito aquello que no tiene fin. Por ejemplo, el conjunto de los nimeros naturales es
infinito. Igual ocurre con los nimeros enteros, racionales y reales.

Diversién matematica
Rompecabezas cuadrado
Hace mucho tiempo, habia un granjero cuya finca tenia forma cuadrada.
Cada lado del cuadrado media exactamente cien pasos de largo.
Un dia llamd a la casa del granjero un hombre cansado, cubierto de polvo, pidiendo algo
de comer.
El granjero, que era muy bondadoso, le ofrecié un almuerzo.
Una vez que hubo terminado de comer, el forastero dijo estas palabras: “Granjero, yo
soy tu rey."
Como recompensa por tu bondad al ofrecerme comida, creyendo que yo no era sino un
humilde extranjero, te concedo que dobles la extension de tu finca.
Pero cuando hayas afiadido el nuevo terreno, tu granja
deberaseguir teniendo la forma de un cuadrado”.
El granjero se puso contentisimo, pues ahora podria
sembrar el doble de superficie. Sin pensarlo dos
veces, salid a medir su nuevo terreno para poder
después cercarlo. Pero en seguida se dio cuenta
de que habia un problema.
En un principio parecia facil doblar su terreno
cuadrado. Parecia que, dado que cada lado del cuadrado
media cien pasos de largo, cada lado del nuevo
cuadrado habria de medir doscientos pasos
de largo, es decir, dos veces la longitud de los
anteriores lados. Pero no resultd. ¢Por qué no
es esta la solucion? ¢Qué ocurre con el area
de un cuadrado cuando se duplica el lado?
Busca una solucion para el problema del
granjero, compartela con tus compafieros y
saquen una conclusion.

¢ Sera que duplicando
el lado se duplica
el area?

Unidad 1. Conjunto de los numeros reales
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Dia a dia

El estilo de vida sano y natural esta en auge, especialmente en
cuanto a alimentacion se refiere.

Escandalos como el de las vacas locas y los pollos con
dioxinas han hecho que cunda el panico entre la gente, que
prefiere volver a una alimentacion sana antes que correr
riesgos para su salud.

En un futuro, quiza todo el mundo se concientice de las
numerosas ventajas que conlleva la filosofia organica”, es
decir, la recuperacion y mantenimiento de agroecosistemas
cuya productividad esté basada en el aprovechamiento
correcto de los ciclos naturales de los alimentos.

La granja integral ecologica es un lugar que genera
productos que normalmente se dan en el campo; se divide
en secciones como horticultura, alelopatias, Lombricultura,
cunicultura, helicicultura, piscicultura, apicultura,
porcicultura, gallineros, agricultura urbana y otras. La granja
integral promueve el conocimiento del sector agroindustrial,
y es una gran alternativa para pequefos productores, pues
su labor contribuye a dinamizar el comercio.

Ganaderia: Se prohibe la aplicacion rutinaria de
medicamentos. Si se han de aplicar, se debe garantizar

la ausencia de residuos de estas sustancias antes de
comercializarse. Para la induccion al celo quedan prohibidas
las hormonas, transferir embriones o usar la ingenieria
genética. Su alimentacion debe ser de origen bioldgico

(minimo 80%), sin medicamentos, estimuladores de apetito,
promotores de crecimiento, etc.

Los suelos se erosionan mucho menos si se evita la
utilizacion de fertilizantes quimicos. Se pone en marcha

la asociacion de cultivos. Por ejemplo, al cultivar lechugas
junto a ristras de ajos, se consigue que éstos ahuyenten

a los bichos que atacan las lechugas. Los alimentos se
cultivan respetando su ciclo bioldgico; de esta forma
conservaran durante mas tiempo su sabor y su frescura.

La ausencia de fertilizantes y pesticidas hacen que aumente
la calidad del agua. La agricultura bioldgica no utiliza
métodos intensivos, por lo que, aunque se tarda mas tiempo,
se respeta el crecimiento natural de los alimentos. La salud
de los granjeros mejora, al no estar expuestos a herbicidas ni
pesticidas. Al basarse en trabajo manual, se ahorran grandes
cantidades de energia contaminante y se crean puestos de
trabajo. Los alimentos biolégicos no han de pasar muchos
controles de calidad, por lo que seran mas baratos.

Todo lo anterior va acompafiado de una serie de conteos y
operaciones aritméticas que el granjero o granjera deben
tener en cuenta para saber su inversion, produccion y
ganancia o pérdida,

Texto tomado de: http://aula2.elmundo.es/aula/laminas/
granja.pdf

Capitulo 1. Construccion del conjunto de los nimeros reales
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Tema 2. Los numeros reales y sus
relaciones de orden entre numeros reales

Indagacion
Calculemos areas

El cuadrado grande de la figura de la izquierda esta dividida en 100

unidades cuadradas (cuadrados pequefios).

Calcula cudntas unidades cuadradas mide:

a) La parte rosada.
b) La parte verde

d) El cuadrado grande menos la parte blanca.

)
)
c) La parte blanca
)
)

e) El cuadrado grande menos la parte rosada.

Compara tus resultados con los de algunos compaferos, sustenta
y discute las respuestas.

Conceptualizacion

Para poder hablar de la conformacién del conjunto de nimeros reales, vamos
a hacer un repaso de los conjuntos numéricos trabajados hasta ahora.

Numeros Naturales
El conjunto de los nimeros naturales es el que usamos cuando vamos a enu-

merar o a contar objetos (dinero, frutas, almacenes). Se representa por la letra
Ny se simboliza asi: N ={0,1,2,3,4,5,... }

Propiedades de los niumeros Naturales

* Los nimeros naturales es un conjunto infinito.

e Todo nimero natural tiene Unico sucesor y Unico antecesor, excepto el
cero que solo tiene sucesor.

e Entre dos nimeros naturales siempre existe un ndmero finito de
ndmeros naturales.

* A cada nimero natural corresponde uno y sélo un punto sobre la
recta numérica.

Unidad 1. Conjunto de los numeros reales
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Numeros Enteros
El conjunto de los nimeros enteros estd formado
por tres subconjuntos:

¢ Los nimeros naturales sin el cero, los cuales re-
ciben el nombre de enteros positivos

* Los opuestos de los enteros positivos reciben el
nombre de enteros negativos.

* El conjunto cuyo tnico elemento es el cero .
Se representa por la letra Z y se simboliza asi:

Z=7Z*UZ U{0}

Propiedades de los niumeros Enteros

® Los ndmeros Enteros es un conjunto infinito
y ordenado

e Todo nimero entero tiene Unico sucesor y Uni-
Co antecesor .

e Entre dos ndmeros enteros siempre existe un
numero finito de ndmeros enteros.

* Sia es un nimero entero positivo, el nimero —a
se denomina opuesto de a, pues se encuentra a
la misma distancia del cero que a, pero al lado
opuesto. Su representacion grafica es:

d = d,

A A

ﬂlr
1
-a O

>

.y,

Numeros Decimales
Las operaciones que no son cerradas en Z (division,
potenciacion y radicacion), generan resultados en
los cuales las cantidades enteras van acompanadas
por cifras que denominamos decimales, y se dife-
rencia de las cifras enteras por medio de un punto.
Ejemplo:
En el ndmero 325.123, podemos diferenciar las
cantidades enteras y las decimales:

325 123
———
' N

Cantidades enteras Cantidades decimales

Es necesario enfatizar que todo ndmero ente-
ro se puede expresar como decimal, pero no todo
decimal se puede expresar como nimero entero.

Asi como todo nimero entero se puede expre-
sar como numero racional, pero no todo racional
se puede expresar como nimero entero.

Numeros Racionales e Irracionales
Dentro del conjunto de los nimeros decimales en-
contramos algunos que pueden expresarse como
el cociente de dos niimeros enteros. Estos reciben
el nombre de nimeros racionales (Q).

Los nimeros que no tienen estructura racional
se denominan nimeros irracionales (I).

En los cursos anteriores hemos estudiado los
ndmeros racionales y ahora hemos construido al-
gunos nimeros irracionales.

—— Capitulo 1. Construccion del conjunto de los niUmeros reales +——
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Aplicacién
1. Completa la siguiente tabla escribiendo en 3. Dibuja una recta numérica y sefiala el opuesto
las casillas € y €. de cada uno de los siguientes nimeros:
a) -5 b) -3 o0 d)1 e) 4 f)2
5.6
J 4. Completa cada enunciado con <, >, =
22
43232323232 a5 ___ -2
b) 4 3
811 00 1
40 d) -7 7
9.999
N 5. Indica € o & en cada una de las siguientes raices:
0 =
26 a) \-81 Z C) 16 7
18
W¥-32___z @i1___ 1z
9+P
3v-10 6. Simplifica y representa en la recta numérica:
14,4 15 21
\/g 7 8 25 30
2. Un hombre dejé al morir X reses para repartir 7. Escribe 5 valores equivalentes a —g
entre sus tres hijos. Escribe la expresion alge-
braica que representa la situacién de la heren- 8. Calcula el valor de %
cia. ;Qué problema resulta al hacer la reparti-
cién de la herencia, si el nimero 9. Representa en la recta real:

de reses es igual a 17¢
025 20 35 08 4.75

10. Calcula el valor de 3e.

26
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Entendemos por...
Nuamero racional niimero que se puede expresar como el cociente de dos nimeros enteros.
Ndamero irracional aquel que no se puede escribir como la razén entre dos nimeros enteros.

Diversion matematica

Diviértete con tus amigos jugando con nimeros.

Plurisumador

Encierra con dvalos horizontales y verticales parejas de numeros cuya suma sea 10.

- 1|00

o (00|~ N

N O W=

N0 W

(00 AN

N WO |~

= (00NN

O ooN

a1 O |~ |00
o N W ©
N (0O ||~
A= 0o w
O A NN
W0 O -
O N 0o
WA INO

4
1
5
8

- (1O | =
o N| W 0
HININ (O
O 100 =

Dia a dia
La salud nutricional en los seres humanos es un factor importante para el buen desempeiio laboral, estudiantil y deportivo.
La buena salud se logra manteniendo un equilibrio entre la alimentacion y el uso de los nutrientes.

Todos los seres humanos necesitamos energia para vivir.

Esta energia es proporcionada por los
alimentos que comemos y se obtiene de

la oxidacion de los nutrientes caldricos:
hidratos de carbono, lipidos y proteinas.
Todos los alimentos son fuentes de energia
pero su contribucion varia segun su contenido
de nutrientes caloricos. Una dieta balanceada
que aporte los nutrientes que necesitamos
debe contener: Hidratos de carbono: 60%;
Grasa: 30%; Proteinas: 10%.

Capitulo 1. Construccion del conjunto de los nimeros reales
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Operaciones entre
numeros reales

Desde la época de los babilonios, las operaciones
aritméticas fundamentales eran manejadas con
gran habilidad, de una manera no muy distinta a
como se utilizan actualmente.

Entre las tablillas escritas en el sistema sexagesimal
cuneiforme, que datan de la época babilénica anti-
gua, se incluyen tablas de multiplicar, de inversos, de
cuadrados y cubos o de raices cuadradas y cubicas.

En las tablas de tipo exponencial, aparecen las
diez primeras potencias para las bases 9 y 16, y
para los decimales 1.40 y 3.45.El simbolo de raiz
se empez6 a usar en 1525 y aparecio por primera
vez en un libro aleman de algebra. Antes, para
indicar la raiz de un ndmero se escribia raiz de.
Luego, para abreviar, se utilizaba Gnicamente la le-

se deflne como

permite usar!

Notificacion

se pueden realizar

Operaciones

que son

Capitulo 2

" N

tra “r” y cuando el nimero era muy largo, el trazo
horizontal de la “r” se alargaba hasta abarcar todas
las cifras, lo cual sugiere el origen del actual sim-
bolo radical.

Los babilonios dispusieron también de un algo-
ritmo para calcular raices cuadradas, que consiste
en una serie de aproximaciones iterativas. Este mé-
todo se ha atribuido posteriormente a diversos ma-
temdticos, entre ellos los griegos Arquitas(428-365
a. C.) y Herén (100 d. C.) de Alejandria.

se deflne como

cumple

Propiedades
que son

Multlpllcaclon
Racionalizacion
y division

Raiz enésima de un

cientifica
que es cumple
I
Expresar un niimero Propiedades Suma y
en la forma resta

Potenma de
un cociente

28

neZy 1=mcs10 ‘

~
Cociente de poten-
cia de igual base

[

Potencia de
exponente uno

nimero a la n

producto
Simplificacion de
los radicales en un cociente
denominador Raiz de
se presentan Raiz de una
potencia

de igual base

Potencia de
un producto

Potencia de
exponente cero

Potencia de
una potencia

Producto de potenciaa

I
@e monomios) (De polinomios)
I

multiplicando

La conjugada
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Tema 1. Operaciones entre nimeros reales:
adicion, sustraccion, multiplicacion, division

Indagacion

Completa el siguiente cuadro realizando las operaciones indicadas:

1.1 2 2 atb 3

a b atb (3a-0)+% 2 *5
1 2

2
i =
3 3
0 3
6
5 )i
Js 8
3.5 4203
5.16 116

Decir que la adicién y la multiplicacién son operaciones definidas en el con-

junto de los nimeros reales significa que si dos ndmeros reales se relacionan

mediante alguna de estas dos operaciones el resultado en un nimero real.

Propiedades de la adicidn en el conjunto de los nimeros reales:

e Seana € R, b € R, entoncesa + b =b + a, la adiccion es conmutativa.
Por ejemplo: 4 + 3 =3 + 4.

e Seana€ R, beER,cERentoncesa+(b+c)=(a+b)+c,laadicion es asociativa.

Por ejemplo: (6 +9) +3 =6+ (9 +3).

29
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* Existe 0, 0 € R tal que para cada a,a € R, a + 0 = q, 0 es el elemento
neutro aditivo.

Por ejemplo: -3 +0=-3.,
5 5

e Paracadaa,a € Rexiste-a,-a €ER, tal que a + (- a) = 0, cada nimero
real posee inverso aditivo u opuesto.

Por ejemplo: el inverso aditivo de -8 es 8 pues -8 + 8 = 0.
Propiedades de la multiplicacién en el conjunto de los numeros reales
e Seana €ER,b E R, entoncesa+b=b-a,lamultiplicacion es conmutativa.
Por ejemplo: 5 +3 =3 - 5.

e Seana €R,bER,cERentoncesa-(b-c)=(a-b)-c,lamultiplicacion
es asociativa.

Por ejemplo: 2 - (8-3)=(2-8)-3.

e Existe 1, 1 € R tal que para cadaa,a ER,a + 1 =a, 1 es el elemento
neutro multiplicativo.

Por ejemplo: 51 =5

e Paracadaa,a €R, a # Oexistel,1 € R, tal quea - % =1, cada nimero
a a
real diferente de 0 posee inverso multiplicativo.
Por ejemplo: 15 - L = 1.
or ejemplo TE
e Sia€R, bER,c € Rentonces se cumplequea+(b+c)=a-b+a-c,
ley distributiva del producto con respecto a la multiplicacion

Por ejemplo: -11+ (3 +9)=(-11) -3 + (-11) - 9.

Division en los numeros reales:
Seana €ER, b ER,b=0.

Se define la division de a entre b y se denota a + b, a la operacién definida
poria+b=a- %

Usualmente a + b se denota como% osea:a + b= %

Unidad 1. Conjunto de los numeros reales
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Aplicacién

Realiza las siguientes operaciones:

—_

. 14243+44+5+6+74+8+9+10+11+12+13+14+15=

2.2+25+255+2555=

3 5,3_7
55 10
4. 5+3(14+2)-10 5=

5. Responde Falso (F) o verdadero (V) en cada caso:

a) El producto de dos enteros es siempre
positivo ____

b) La division de dos nimeros enteros es siem-
pre negativo______

c) El producto de dos enteros da cero cuando
uno deellosescero

d) La divisiéon de dos enteros iguales es siempre
uno

e) El elemento neutro de la suma es igual al ele-
mento neutro de la multiplicacion_____

6. Encuentra el valor de x en cada caso:

7. Decir si cada afirmacion es verdadera o falsa:

a) Todo ndmero natural es también un nu-
mero real

b) Todo nimero racional es también un nu-
mero entero

c) Todo nimero entero puede escribirse como
un ndmero racional

d) Todo nimero irracional es también un nd-
mero real

e) Todo nimero decimal infinito es un niimero
irracional

8. Utiliza nlimeros reales para describir cada
situacion dada:

a) La pérdida de la Bolsa fue de 12,400 délares

b) En Tunja se registr6 una temperatura de 5°
bajo cero

c) Deposité en el banco $ 234,500

d) Pagué una deuda de $ 1,250,000.

Encuentra el area y perimetro de las siguientes
figuras geométricas:

9.
%+24
10.
6+

12 + —

Capitulo 2. Operaciones entre nimeros reales
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Entendemos por...

Inverso Multiplicativo de un nimero “a” a otro nimero “ 1/a” que multiplicado por el primero da como
resultado 1. Ejemplo: 5+ 1/5 =1

Inverso aditivo: El inverso aditivo de un nimero es el opuesto de ese niimero, esto es, el inverso aditivo
de un nimero x es - x. La suma de un nimero y su inverso aditivo siempre es cero, eso es, x + (-x) = 0.

Diversion matematica
Puedes unir los nueve puntos con cuatro lineas rectas y sin
pasar dos veces por el mismo punto? Inténtalo.

4 )

\ /

Dia a dia

En Francia, en el siglo XVIII, el matematico Blaise Pascal, inici6 una
investigacion sobre el comportamiento de los fluidos. Observé que
al empuijar un liquido, la presion que se ejercia era igual en todas
las direcciones. Gracias a este principio, llamado principio de
Pascal, se ha logrado producir presiones muy grandes utilizando
muy poca fuerza.

Uno de los aparatos mas comunes que cumple esta funcion es la
prensa hidraulica y esta basada en el principio de Pascal.La prensa
hidraulica es un dispositivo que tiene varias aplicaciones técnicas,
porque la fuerza que se ejerce en el menor émbolo F,, se multiplica
en el émbolo mayor F,, de tal forma que resulta una fuerza mayor
que la aplicada.

La presion de los dos émbolos es la misma, pero el area en uno es mayor que en el otro, para mantener la proporcion: El
principio de Pascal lo vemos en las maquinas hidraulicas, como: Las gruas, la silla del odontdlogo los gatos para levantar
carros, etc.

Unidad 1. Conjunto de los numeros reales
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Tema 2. Operaciones entre numeros reales:
Potenciacion, radicacion y logaritmacion

Indagacion

Resuelve cada ejercicio, en tu cuaderno y anota tus dudas.

1. Expresa en forma de potencia cada uno de los siguientes ejercicios:

A4 4 b heh b 44 -4-4-4-4

D)7 «7 7777777777777,

2. En un criadero los conejos se cuadruplican
cada dos meses, de tal forma que en los dos
primeros meses hay cuatro conejos.

Completa la siguiente tabla:

Meses 2 4 6 8 10 |12 |14
Conejos |4 16 |2 ?

Conceptualizacion

a);Cuantos conejos habra al cabo de un ano?

b);Cuantos conejos habra al cabo de un afo
y medio?

c);En cuantos meses los conejos serdn de
262,144

d);En cuantos meses los conejos seran mds de
1,000,000?

Recordemos algunos conceptos estudiados en los cursos anteriores:

La potenciacion es un producto abreviado, ya que:

a"=aa.a..a tal queabn € R.
n-veces

Esta expresion se escribe abreviadamente asi: a”* = b.

Exponente

en donde: a"'=b

\

Base Potencia

33
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Leyes de la potenciacidén

Ya hemos visto las leyes de la potenciacion para otros conjuntos numéricos. Las
propiedades de la potenciacion son reglas generales que permiten simplificar ex-
presiones algebraicas.

~

La potenciacion de nimeros reales cumple con las siguientes propiedades:

Producto de potencias de igual base: a « a"= a"*"

Cociente de potencias de igual base: @' = ™ "
a

Potencia de una potencia: ( @™ )" = a™"

Potencia de un producto: (a b )" =d" - b"

. . a\'_da"
Potencia de un cociente: (5) =

Potencia con exponente cero: a’=1;a =0

Potencia con exponente uno: a’ = a

. . a\" b\Y'_ pn
Potencia con exponente negativo: ( , | =( ;) = v ay bz0

Reflexiona con tus compaferos

sPor qué
J25-5

J144 =12 ?

Justifica cada uno de los anteriores ejercicios, apdyate en la potenciacion,
y podrds comprender la amistad que hay entre la potenciacion y la radicacion

1
. J

Leyes de la radicacion de niumeros reales

La raiz del cociente de 2 nimeros reales, es igual a la raiz del dividendo (nu-
merador) entre la raiz del divisor (denominador), siempre que el divisor sea
diferente de 0. El indice de la raiz se convierte en exponente fraccionario.

La raiz del producto de 2 nimeros reales, es igual al producto de las raices
de los ndmeros.

Unidad 1. Conjunto de los numeros reales
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La raiz de la raiz de un ndmero real, es igual a la raiz cuyo indice es el pro-
ducto de los indices de las raices.

Tener una potencia con exponente negativo en el denominador equivalea 7 5
tenerla con exponente positivo en el numerador. Andlogamente, una potencia X _Y
con exponente negativo en el numerador equivale a tener la potencia con y‘2

exponente positivo en el denominador.
\/; +b = \/;+\/;

a’'+ & #a*?

Errores que no se deben cometer porque ——»
a'-a£a”

(a+ a)x:ta"+ b

Operaciones con potenciacidén y radicacion
Observa la solucién de los siguientes ejercicios de potenciacién y radicacion,
estos te ayudaran a comprender la aplicacion de las propiedades:

1. V25x* =V5°x* =5%?
3 1
2. {(49) =(49)(6) =(49)7 =49 =7
15 E
3. () =0
32
5. 3/54x17y25=i/27-2-x'5-x2y24-y=3x5y8-3/2x2y

Racionalizar consiste en encontrar una fraccion equivalente para eliminar
una expresion radical del denominador de una fraccién. Existen varios casos:

3
=Yy

1. Cuando el radical del denominador es una raiz cuadrada: Para racionali-
zarlo, multiplicamos el numerador y el denominador por el término que
vamos a racionalizar. Ej.:

W2 32 2 a2 32 6

2. Cuando el radical del denominador es un binomio: Para racionalizar-
lo, multiplicamos el numerador y el denominador por la conjugada del
denominador.
La conjugada: es la misma expresion del denominador pero con diferente
signo del término de la raiz. Ej.:

4 4 2oz 4(2-\3) 4 (2-4B) 4. (2-4B)
2+\/§=2+\/§'2_\/§=(2+\/§),(2_\/§)= IR — -4.(2-3)
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Aplicacién

Intégrate a un equipo y con cuaderno y lapiz a la mano analiza el problemas que

se presenta a continuacion:

1. La granja

Deseamos calcular el drea ocupada por un te-
rreno rectangular, cuyas dimensiones son: 2x10‘m
y 3x10°m, el cual va a ser parcelado de tal forma
que el 70% se va a destinar a la granja, el 20% a
los cultivos y el 10% a la piscicultura.

Calculamos el drea del terreno multiplican-
do sus dimensiones (2x10*m)(3x10’m)

Para efectuar la multiplicacién aplicamos la
propiedad del producto de potencias de la mis-
ma base:

am .al’l = am+n

3x102
(2x10*m)(3x10°m) = 6x10°m” e

Luego el drea del terreno es 6x10°m?

2x10*m

Para calcular el drea ocupada por la granja, es necesario especificar que el
70% de un valor puede ser expresado como 70x10? , asi que el area destinada

para la granja puede

encontrarse multiplicando (6x10)(70x10?) = 420x10%*m?,
el drea para los cultivos es (6x10°)(20x10?) = 120x10%m?,

el drea para la piscicultura es de (6x10°)(10x107)

2. Ganado vacuno
Un ganadero empezé con una pareja de ganado vacuno,
si cada afo se le duplica la cantidad de ganado, entonces:

a) ;Cudl es la cantidad de ganado que tiene al cuarto afo?

b) ;Cudl es la cantidad de ganado que tiene al séptimo ano?

c) ;Cual es la cantidad de ganado que tiene al décimo ano?

d) ;En qué afo tiene 4,096 reses?

e) ;Si la meta es 30,000 reses, ;Cuantos afios tiene que tra-
bajar como minimo?

= 60x10*m?

Unidad 1. Conjunto de los numeros reales
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3. En la siguiente sopa de letras encuentra la respuesta a las preguntas sobre
potenciacion:

T
O
M
S
L
M
A
N
E
S
I

> »nClZ|n|n|R| > |n|——
wim<mAOC|l—|T |[O|vn|>
OlZ|w|a—|[Z|w|0O|TlH|z
Clmim|[> ">l v | mx(>
O[—|—|H|H|R|mM| = |Z|>wn
> O —=|—|T|—|4|—|C|Z
> Z—|<|m|w|Z|—|T|—|O
Z|H|I-|O|0O—|0 < O|Z|w
—|m|ZL|w|mO|m| O |O|m|C

a) Términos que tienen la misma parte literal con el mismo exponente.
b) Signo que corresponde a la suma de 2 ndmeros negativos.
c) Exponente de la expresion 3 a.

d) Se hace con los exponentes, al multiplicar potencias de igual base

e) Se hace con los exponentes, al dividir potencias de igual base

f) Se hace con los exponentes, al elevar una potencia a otra potencia.

g) Signo que le corresponde a cualquier nimero negativo o positivo, cuan-
do se eleva al cuadrado.

4. En una canasta se empacan tres huevos, en la siguiente canasta se empacan
el triple de los que habfa en la canasta anterior y asi sucesivamente.

a) ;Cuantos huevos tiene la cuarta canasta?
b) ;Cuantos huevos tiene la sexta canasta?
¢) ;En qué canasta habra 6,561 huevos?
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Calcula el area y el perimetro de las siguientes figuras:

5. 54b°
5a°b’

6 5x2y5

4 3.7

—X

3 y
7.

5x4y3 3x2y6

8. Completa la siguiente tabla:

Término que se va | Término por el que Término

a racionalizar se va a multiplicar | racionalizado

Sl

Sl

14

N

9. Sigue con tu equipo y resuelve en tu cuaderno los siguientes ejercicios de po-
tenciacion y radicacion:

p, aet A WENEN

a*b8ctd

100 ; /81x12
4. \/% 5. 3432 6. 4 16y6
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10. La velocidad a la que fluye el agua a través de una manguera contra incen-
dios, R, es galones por minuto, puede calcularse mediante la férmula,

R =28#/p en donde “d" es el diametro de la boquilla de la manguera, en
pulgadas, y P es la presion de salida, en libras por pulgada cuadrada.
Si la boquilla de una manguera tiene un didmetro de 3,5 pulgadas y la presion
de salida es 90 libras por pulgada, determina la velocidad del flujo del agua.

Entendemos por...

Radicacion una de las operaciones inversas a la potenciacion que nos permite hallar la base
de una potencia. Ejemplo: Si 2° = 8 entonces s =2

Conjugada: es la misma expresion del denominador pero con diferente signo del

término de la raiz. Ejemplo: La conjugada de 5+ 2a es 5+ V2a

Diversién matematica

Dos burros llevan una carga de sacos y en el camino,
uno de ellos se queja amargamente al otro: jNo hay
derecho: si ti me dieras un saco de los tuyos, yo
ya llevaria el doble que t!.

Alo que el otro respondio: No es tan grave

como lo pintas, si ti me das uno de tus sacos,
llevaremos los dos la misma cantidad. ;Cuantos
sacos llevaba cada uno?
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Dia a dia

Las amebas son seres unicelulares que se reproducen por biparticion. Cada ameba genera
2 amebas, que a su vez generan 4 amebas y estas 4 se dividen y generan 8 amebas, y asi
sucesivamente. Podemos entonces expresar este proceso mediante la siguiente sucesion
numeérica: 1; 2; 4; 8; 16; 32; 64;...Si quisiera expresar esta sucesion como potencias ¢qué
base podria elegir?

Expresa la sucesion como potencias:

Si las amebas se dividieran cada hora:

enla 1° hora habria —__ amebas
en la 2° hora habria — amebas
en la 3° hora habria —___ amebas
en t horas habria —___ amebas

Como veras, ya deducimos el modelo matematico que permite saber en cada momento la
cantidad de amebas que se encuentran presentes. Este modelo es una funcion exponencial.
Analicemos el modelo mediante un simulador

http://www.dav.sceu.frba.utn.edu.ar’homovidens/Graciela%20Carnero/proy4/varios/biologial.htm
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Aprendi a reconocer la aplicacién que la radica-
cion y la potenciacién tienen en otras ciencias.

El uso de la potenciacién en diferentes dreas
para indicar cantidades convencionales que
pueden ser expresadas como potencias, lo cual
facilita su escritura, su expresion y los respecti-
vos cdlculos, ya sea para hablar del crecimiento
y reproduccion de la ameba, de un virus, de
crecimientos de hortalizas, de reproduccién de
animales como los conejos, etc.

Conectémonos con
La Fisica

Por medio de diversos experimentos, Galileo
concluyé que el movimiento de un cuerpo en
caida libre es uniformemente acelerado. La
aceleracion con la que cae un cuerpo se llama
aceleracién de la gravedad, se denota con la le-
tra “g” y su valor en la Tierra es de aproximada-
mente 9.8 m/s’.

Esto significa que cuando un cuerpo cae, su
velocidad aumenta en 9.8 cada segundo y que si
el cuerpo se lanza verticalmente hacia arriba, su
velocidad disminuye en 9.8 m/s cada segundo.

Si un cuerpo se deja caer libremente, el
tiempo que gasta en recorrer una distancia
“d”, es 2d

= [=—
8

sCuanto tiempo tarda en llegar al suelo un
cuerpo que se deja caer libremente desde la to-
rre de la Universidad Lomondésov de Moscl que
tiene una altura de 302 m?

Gracias a la radicacion el cientifico Galileo
Galilei, pudo establecer la ecuacién para el cal-
culo de la caida libre de los cuerpos, asi como
el movimiento oscilatorio de un péndulo.
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Expresiones algebraicas y
ecuaciones e inecuaciones

Monomios

Polinomios

Imagina que tienes en mente el proyecto de comprar gallinas ponedoras

;Cémo crees que se veria tu proyecto sin un presupuesto?

Para elaborar el presupuesto de un proyecto, se necesita como minimo
hacer uso de las ecuaciones, porque con ellas se expresa en términos finan-
cieros las metas sonadas.

Elabora una lista de las cosas que necesitas, el costo aproximado de ellas 'y
los otros posibles gastos, para tener idea del dinero que requieres.

Elabora un valor estimado del que obtendrias con los huevos que pone una
gallina, con base en este, elabora lo producido con 10 gallinas.

son

se clasifican en son

Ecuaciones Inecuaciones

segln el grado y la naturaleza de
la incognita se clasifican en

E
Ecuaciones e inecuaciones [ de primer grado
de mayor grado

cuaciones e inecuacioneﬂ

ax+b<0

42
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son de tipo
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Indagacion

Encontremos la altura de cada una de las siguien-
tes construcciones:

En la siguiente figura se muestran algunas cons-
trucciones, junto con su altura aproximada, observa la
ecuacion planteada debajo de cada figura y calcula:

200m
180m
160m

140m ~—
120m L K

100m b |
80m il .
o %ﬁ ; ]
40m m | /
o —

Edificio Torre energia  Torre Faro
X 2xX+9 3x-10 3X+5

T. Pisa T. Eiffel
4x-15 5x

1. Cudl es la altura aproximada en metros de
cada una de las construcciones? ;Cémo se
hallaria X?

2. Escribe algebraicamente la diferencia de altu-
ras entre la Torre de Pisa y la Torre Eiffel.

3. Calcula la diferencia en metros, entre la altura
de la Torre Eiffel y la Torre de luz.

4. ;Cual es la altura de cada una de las cons-
trucciones?

Conceptualizacién

Ecuaciones: una ecuacién es una igualdad que
tiene una o mas cantidades desconocidas, |lama-
das incégnitas:

Por ejemplo expresiones como:

4x—%=6 ; 3y-6x=4 ; J2x+3=1

La solucion de una ecuacién es el valor numé-
rico por el cual se puede reemplazar la incognita
para que la igualdad sea verdadera.

Para resolver ecuaciones, se realiza transposicion
de términos, que no es mas que la aplicacién sucesi-
va de la propiedad uniforme de las igualdades.

Las ecuaciones pueden tener paréntesis para
indicar productos entre expresiones algebraicas
y algunos coeficientes racionales pueden estar en
fraccion o en decimales.

La situacion problematica también puede origi-
nar cocientes entre expresiones y el uso de la adi-
cién o de la sustraccion entre productos o cocien-
tes de expresiones algebraicas.

Resolvamos las siguientes ecuaciones, que te
serviran para entender y comprender este tema y
serd la introduccién a la solucién de inecuaciones
o desigualdades.

Sx 1 _3x_
3 6 2
10x-1 3x-4
6 2

2(10x-1)=6(3x-4)

20x-2=18x-24

20x-18x=-24+2

2x=-22
2x=£
x=-11

Con base en la resolucién de problemas ejer-
citards tu habilidad para traducir situaciones del
lenguaje natural al lenguaje propio de las matema-
ticas y dotards de sentido las respuestas encontra-
das teniendo en cuenta el contexto del problema.

Capitulo 3. Expresiones algebraicas y ecuaciones e inecuaciones
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Valor numérico de la incégnita
en la ecuacion
Analicemos el ejercicio siguiente:

5x— 2x+18) = 11 -4 (x+2)

Antes de suprimir los paréntesis es necesario recordar que, cuando hay un
coeficiente antes de ellos, dicho coeficiente multiplica a cada uno de los térmi-
nos de esa expresion. Propiedad distributiva

Como el primer miembro el signo “menos” precede al paréntesis, se con-
sidera que el coeficiente que va con el signo es 1, mientras que en el segundo
miembro el coeficiente que precede a la expresion entre paréntesis es —4,
después se efectdan los productos indicados.

5x-=1 2x+18) = 11 -4 (x+2). (1)
5x-2x-18 = 11 -4x-8.(2)

Como se observa, la ecuacion nimero 2 es una ecuacién equivalente a la
ndmero 1.

Se agrupan los términos semejantes con incégnita en el primer miembro
y los términos independientes en el otro; para ello se aplican las propiedades
de la igualdad:

5x-2x+4x = 11-8+18
se reducen los términos semejantes en la ecuacion:
7x =21

se despeja la incognita

x=3
se comprueba el resultado, sustituyéndolo en la ecuacién nimero 2:
5x-2x-18 =11-4x-38
53)-23)-18 =11-4(3)-8

15-6-18 =11-12-8

Como se obtiene una igualdad, la solucién x = 3 es correcta.

44
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Determinemos el valor numérico de la incégnita en la ecuacion:

4+(-5y+8)=-2(7y-3) (1)

En el primer miembro se observa que el signo positivo precede al parénte-
sis, por ello permanecen iguales los signos que tiene cada uno de los términos
contenidos dentro del paréntesis, ello equivale a multiplicar por +1. En el
segundo miembro se efectda la multiplicacién indicada:

4-5y+8=-14y+6 (2)

Se agrupan los términos en ambos miembros de la ecuacién, consideran-
do las propiedades de la igualdad:

-5y+14y=6-4-8

Se reducen los términos semejantes:

9y =-6
se despeja la incognita:
, 5
9
implifica:
se simplifica - 2
3

Para comprobar el resultado se sustituye y = _3—2 en la ecuacion (2)

4-5y+8=-14y +6
4—5(—2)+8=—14(—2)+6
3 3

4+E+8=§+6
3 3

12+10+24 28+18
3 3
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-2
Como se llega a la igualdad, la solucién y = 3 es correcta.
e Sigue con tu equipo y resuelve en tu cuaderno:
a) 2x-3(x-5)=3x+(-6x-1)

b) -6x-(2x-7)=4x-2(x+2)

(" Recuerda que los pasos que deben seguirse para resolver una ecuacion con )
paréntesis son:

. Suprimir los paréntesis mediante la multiplicacion.

. Agrupar términos semejantes.

Reducir términos semejantes.

Despejar la incognita.

. Comprobar el resultado. )

U1 N L N —

-

Despejar variables o literales de primer grado en férmulas
Hay muchas situaciones en las que podrias tener una ecuacién o férmula con una
variable despejada, pero necesitamos despejar otra variable de la misma férmula.
Por ejemplo, para calcular el perimetro de una finca rectangular, la férmula
que empleamos es:
P=2l + 2a, en donde “I” es el largo de la finca y “a” es el ancho de la finca,
Si conoces el largo y el perimetro, despejas “a” en esta formula, (P= 21 + 2a

;Qué te resultaria?

Uno de los temas que se aplica con mayor frecuencia en otras asignaturas
es el despeje de variables en férmulas, como las que aplicamos en Fisica, en
Quimica y también en Matematicas.

Un despeje no es otra cosa que “cambiar” variables de un miembro de una
ecuacion a otro, aplicando las propiedades de la igualdad.

Taller: Pensar para despejar
Con dos de tus companeros comparte las cuestiones propuestas aqui:

En el dibujo se representa un cono y un cilindro que tienen la misma altura
h'y sus bases son de igual 4rea, B. Por los conocimientos que ya tienes, sabes

que seria necesario verter tres conos de agua para llenar el cilindro.
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Esto lleva a la expresion:

Formula un problema en el cual el valor desconocido sea el drea de la base
de un cono.

A partir de la expresion para el volumen encuentra una expresién para B.

En cada paso asegurate de por qué lo haces.

En general es mas facil tener en el miembro izquierdo de la igualdad la
variable que se va a despejar, entonces podrias comenzar por conmutar los
miembros de la igualdad.

Lo
3

Continda hasta obtener otra igualdad en la cual el miembro izquierdo
sea B. Ensayen una revisién conjunta y si tienen dificultades consulten
al profesor.

Aplicacién

Intégrate a un equipo y con cuaderno y lapiz a la mano resuelve los proble-
mas que se presentan a continuacion:

1. Una gallina

Varios jovenes deciden comprar una gallina aportando cada uno
$2,000. Al momento de hacer la compra tres de ellos no pudieron dar su
cuota y cada uno de los otros debi6 dar $2,500 para cubrir el precio de la
gallina. ;Cuanto cost6 la gallina?

Con base en la primera frase del problema, ;como se expresaria el valor
de la gallina?

Si llamamos x al ndmero de jovenes, el precio se puede expresar asi:

2,000 x = precio de la gallina

El precio anterior fue asumido por (x-3) jévenes, que debieron aportar
$2,500 cada uno, de donde:

2,000 x = 2,500 (x - 3) 47
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Hallamos el valor de x:

2,000 x =2,500 x - 7,500

A
$ 2,000 x - 2,500 x = — 7,500
-500x=-7,500
_ 7,500
-500
x =15

2. La comunidad se reine

En una reunién comunitaria hay 40 personas que tienen mas de 40 afos; un
cuarto del nimero de asistentes tiene entre 30 y 40 afos y la tercera parte tiene
menos de 30 anos. ;Cudntas personas hay en la reunién? ;En cudntos rangos de
edades se han clasificado las personas? Llama x al nimero total de personas que
estan reunidas. Segun el texto del problema, ;a qué podria ser igual x — 40? Plan-
tea la ecuacion y halla el valor de x.

X = Ndmero se asistentes lx+lx = x—40

Zx = Tiene entre 30 y 40 anos.

3x+4x 40
%x =Tiene menos de treinta 12 T
7X _ v —40
12

3x+4x = 12(x—4o)

Tx=12x-480
Tx-12x =-480

—5x =—480

-480
x [
=5

48 x=96
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;Cuantas personas hay en la reunién? Rta/ En la reunién hay 96 personas.
sEn cudntos rangos de edades se han clasificado las personas? Rta/ en
tres rangos:

1. Entre 30 y 40 anos.
2. Menos de 30 anos.
3. Més de 40 anos.

sA qué podria ser igual x — 40? Rta/ Hace referencia al total de las personas
menos las mayores de 40, estas son el resto de personas menores de 40 afios.

3. Los precios suben y suben

Un articulo experimenté dos aumentos sucesivos, uno del 4% y otro del
5%. Su precio es ahora de $46,410.

;Cudl era su precio inicial?

Si alguien te dice que el precio actual equivale al inicial mds un aumen-
to del 9%, jestarias de acuerdo con esa afirmacion?

sCudl es tu primera conjetura al respecto?

Llamemos p al precio inicial y expresemos el aumento del 4% sobre p
como 0.04 p (p + 0.04p) es el nuevo precio del articulo.

Expresa en funcién de p el segundo aumento del 5% sobre el nuevo precio.

5% de (p + 0.04p) = 0.05 x 1.04p

El precio final es entonces:
1.04 p + (0.05 x 1.04p) = 46,410
1.04 p + 0.052 p = 46,410
1.092 p = 46,410

Observa que el precio inicial esta multiplicado por 1.092, es decir que
el aumento total es del 9.2%

et o 26,410
e P="002

=$42,500 su precio inicial

Si quieres verificar la respuesta transforma el problema y halla el precio
final después de los dos aumentos sucesivos.

4. Ahora resuelve:
a) Determina dos enteros consecutivos cuya suma sea 1,789.
Si a uno de esos nimeros le llamas n, su consecutivo sera n + 1.
Plantea la ecuacién y despeja n.

b) Determina, si es posible, tres enteros consecutivos cuya suma sea 1,989.
Haz lo mismo cuando la suma es igual a 1,789.
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5. Dos trenes parten a las 5 a.m., uno de la ciudad A, y el otro de la ciudad B.
Esta Gltima situada a 315 km de A.

0)J T8

315 Km

Ciudad A Ciudad B

+A qué hora se cruzardn, si el primero va a 90 km/h y el segundo a 120 km/h?

Pista: en el recorrido que hacen los trenes hasta el sitio donde se cruzan han
invertido el mismo tiempo. En el instante del cruce jcudntos kilémetros han re-
corrido entre los dos?

Compara tus resultados con los de otro equipo, en caso de existir diferencias,
revisa tus procedimientos y discute la interpretacion y comprensién del proble-
ma. Pueden simularlo.

6. En forma individual, resuelve las siguientes ecuaciones, en tu cuaderno:

a) —5x—-(4x-6)=3(-x-=-2)
b) -82x—-3)+ 1 =5x + (-bx + 70)

7. Ahora diviértete con un problema, entre animales, que me propuso el abuelo:
Se cambiaron 5 cerdos por 2 terneros, 10 terneros por 3 vacas, 12 vacas
por 5 caballos y 7 caballos por 8 novillos, estimado el valor de cada uno de
estos Ultimos en $420,000.
El abuelo pregunta:
;Cudl es entonces el precio de un cerdo?

50

Unidad 1. Conjunto de los numeros reales



Tema 1 // Ecuaciones

8. Realiza en tu cuaderno los siguientes despejes de variables

3
1) Despeja m F= m;/
2) Despeja b P=2a+b
3) Despeja r V =nr’h

Con tu equipo, resuelve y anota en el paréntesis la letra que corres-
ponda al despeje correcto de la variable.

9. F= o despejar r () A)X

4

Ph . Fc

f=— despejar 1 B) —

1 pejar 1 (1) ) R

2

h=& despejar t* () 0) P-b

2 2

P=2a +b despejar a () D) PTh

3

y oA despejar r’ () E) Fr

3 c

p 2

g
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Entendemos por...

Ecuacion a la igualdad entre expresiones algebraicas tal que solo es cierta para algtin o algunos
valores de las variables. Ejemplo: 68 — x = 45

Formula a la ecuacion que muestra una relacion ente una o mas variables. Ejemplo: area del

rectangulo igual a: A= (b) (a)

Diversidon matematica
Diviértete buscando el nimero que debe ir en el lugar del interrogante.

Resuelve los ejercicios que aparecen a continuacion y escribe el resultado en el circulo que
corresponde. Si las sumas de los niimeros en cada uno de los cuatro hexagonos es la misma,
entonces los resultados de los problemas son correctos.

52
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Dia a dia

Bebés dormilones

El Doctor Richard Ferber, un pediatra experto en problemas del suefio, ha desarrollado un
método para ayudar a los nifios, de 6 meses de edad en adelante, a dormir toda la noche.
Conocido como “Ferberizing” este método consiste en que los padres deben esperar
intervalos de tiempo cada vez mas grandes antes de entrar a la habitacion del nifio para
consolar su llanto durante la noche. El tiempo sugerido de espera depende de cuantas noches
se ha utilizado el método, y puede determinarse por medio de la ecuacion:

w=5n+5

En donde W es el tiempo de espera en minutos y n es el niimero de noches.
Diviértete rencontrando el tiempo de espera para cada uno de los 5 primeros dias.

Tomado de Algebra Intermedia Pearson Prentice Hall).
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Tema 2. Inecuaciones

Indagacion

Al observar una noticia en el periédico o en la TV, muchas veces nos muestran
graficas relacionadas con el tema, pero no sabemos interpretarla, por ejem-
plo: La contaminacién ambiental por dia, producida por los gases contami-
nantes emitidos por los vehiculos. En el plano cartesiano se aprecia en el eje
“x" el tiempo, y en el eje “y” la concentracion de gases contaminantes y otra
variable que represente la contaminacién o emisiones de particulas. Cuando
sabemos interpretar una grafica como estas, muchas veces no necesitamos
escuchar la noticia, pues una gréfica bien elaborada nos suministra suficiente
informacion sobre la misma.

Conceptualizacion

Una inecuacién o desigualdad es una proposicién que utiliza los simbolos < (se
lee “es menor que”), < (se lee “es menor o igual que”), > (se lee “es mayor que”),
> (se lee “es mayor o igual que”). Las desigualdades tienen una mejor explica-
cion, si utilizamos la recta real para mostrar como se comportan los niimeros:

>

A

Si tenemos dos niimeros a y b y los ubicamos en la recta, podemos decir
que el nimero mayor, es el que se encuentra mas a la derecha de la recta, en
este ejemplo, b > a, (b es mayor que a).

Cuando trabajamos una inecuacién o desigualdad, se soluciona siguiendo
los mismos pasos de la ecuacion. La solucion de una desigualdad se represen-
ta sobre una recta numérica, indicado de la siguiente forma:

Ejemplo: Representemos en la recta numérica x > 2:

|
« | 0 >
0 2

x> 2y su notacién de conjunto es: (2,%)

Como son los ndmeros estrictamente mayores que 2, se simboliza con un
54 circulo abierto sobre el nimero 2, para indicar que 2 no es parte de la solu-
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cién de la desigualdad, y la flecha hacia la derecha indicando que son todos
los niimeros reales mayores estrictamente que 2; y cuando vamos a represen-
tar desigualdades como x < -3, en este caso son los nimeros menores o igua-
les que -3, por lo tanto si incluye al nimero -3, y se simboliza con un circulo
relleno y la flecha hacia la izquierda indicando que son todos los niimeros
reales menores o iguales que -3, y se grafica de la siguiente forma:

< > | >
-3 0
x < -3 y su notacién de conjunto es: (=%-=3)

Propiedades utilizadas para resolver desigualdades.

1. Si , entonces a+ + . a b
a>b a+rc>b+c 2. Sia>byc>0, entonces = >=

c ¢
3. Si a>b, entonces a-c>b-c 4. Sja>b y ¢>0, entonces ac < bc
5. Si a>byc>0, entonces ac > bc a_b

. _<_
6. Si @>byc<0, entonces <7

Resolvamos la siguiente inecuacion:

3(x— 2) =5x+2
Utilizamos la propiedad distributiva

3x-6=5x-3x
3x-3Xx-6=5x-3x+2 Restamos 3x a ambos miembros de la desigualdad
-6=2x+2 Reducimos términos semejantes
-6-2=22x+2-2
- Restamos 2 a ambos miembros de la desigualdad
-8=2x
8 2x Reducimos términos
2 2 Dividimos ambos miembros de la desigualdad por 2
-4=x
| ’ I >
-4 0

-4 > X, se puede escribir como x < -4 y su notacién de conjunto es: (-=,-4)

c A

Recuerda que los pasos que se deben seguir para resolver una inecuacién con paréntesis son:
1. Suprimir los paréntesis mediante 4. Despejar la incognita (recuerda que la incogni-
la multiplicacién. ta debe quedar positiva).
2. Agrupar términos semejantes. 5. Representar la solucion en la recta numérica.
3. Reducir términos semejantes. 6. Dar la solucién en notacién de conjunto.
N 55
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Aplicacién

Copia los ejercicios en tu cuaderno y en forma in-
dividual, resuélvelos. Luego compara tus respues-
tas con tus companeros.

Encuentra la solucion de las inecuaciones: Diversiéon matematica
De una manera divertida, descubre los posibles caminos
1.3x+9<2x-5 para que Jairo vaya de su escuela a su casa, si solo
puede caminar hacia el Sur y hacia el Este.
2.14x-7+229-5x N _
(E—
3.5(3x-1)>2(4x-7) ° E EE
4.8(-3x+2)<6)3x-11) s il
5. Mario vive 6 Km al oriente de Juan y éste 4 Km
al oriente de Sofia. Alejandra quiere ubicar una )
tienda en la mitad del camino entre la casa de
Mario y Sofia. Determina la ubicacién de la Dia a dia
tienda y una expresion que represente todos los Distancia= velocidad x Tiempo
puntos de este camino. 0 también
cantidad = velocidad x Tiempo
Occidente < .é — ‘ l N ‘  Oriente La “cantidad'.’ en esta.férmula puede s.er una medida de
Casa Casa Tienda Casa muchas cantidades diferentes dependiendo de la tasa
de Sofia de Juan de Mario de cambio (o velocidad). Por ejemplo, si la tasa se mide
en distancia por unidad de tiempo, la cantidad sera la
6. Los angulos de un triangulo son: 3x, 4x, y 11x. distancia. Si la tasa se mide en volumen por unidad de
Encuentra el valor de cada angulo: tiempo, la cantidad sera volumen, entre otros.
Cuando apliques esta formula, asegurate de que
11x las unidades son consistentes. Por ejemplo, cuando
hablamos acerca de una fotocopiadora, si la velocidad
3X 4x esta dada en copias por minuto, el tiempo debe
estar dado en minutos. Los problemas que pueden
resolverse con esta formula se denominan problemas
p \ de movimiento, ya que incluyen movimiento, a una tasa
constante, durante cierto periodo.
Entendemos por... Un veterinario que aplica a su paciente vacuno un
Inecuacion: relacion de desigualdad entre suero via intravenosa puede utilizar esta formula
expresiones algebraicas. para determinar la tasa de goteo del fluido que esta
Recta numérica: recta horizontal en la cual cada siendo inyectado.
punto representa un nimero real. Los enteros son ) ,
. . . Tomado de Algebra Intermedia Pearson Prentice Hall.
puntos marcados a distancias de una unidad.
\ J . J
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e Alguna vez te has preguntado “;cuando voy

a usar las matemdticas?”. En este capitulo
que has concluido hemos aprendido para
qué nos sirven los ndmeros reales, sus infini-
tas aplicaciones, y cémo el conjunto de los
nimeros reales abarcan a los ndmeros natu-
rales, (los aprendi en Primaria y los reforcé
en grado sexto, y me ayudaron a sumar, res-
tar, multiplicar y dividir), a los nimeros ente-
ros (me los ensefiaron en grado séptimo y me
ayudaron a sumar las deudas y todas aque-
llas cantidades negativas), a los ndimeros ra-
cionales, con los cuales pude comprender
su aplicacién al parcelar el terreno para el

e También aprendimos que las ecuaciones son

clave para generalizar situaciones a partir de
una particular. Estas situaciones van desde el
uso de ecuaciones sencillas para calcular las
dimensiones de una parcela, hasta el calculo
de las dimensiones de todo el terreno. Gra-
cias a estos y otros ejemplos, descubrimos
que las matematicas del capitulo pueden
usarse en practicamente todas las dreas de
nuestras vidas.

cultivo de los diferentes sembrados.

Conectémonos con
la Biologia

El depredador y su presa

La lucha por la supervivencia es
un fenémeno diario presente en la
naturaleza. La poblacién de caza-
dores y presas cambia periédica-
mente. Cuando crece el ndme-
ro de cazadores, disminuye el
nimero de presas y viceversa.
Los cientificos se han interesado
por el estudio de este fendmeno y
han disenado experimentos en am-
bientes naturales o artificiales, que
les han permitido determinar la ra-
pidez con la cual las poblaciones
crecen o desaparecen.

Capitulo 3. Expresiones algebraicas y ecuaciones e inecuaciones
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Sucesiones y progresiones

El rey de Sicilia, Federico Il, habia encargado al fi-
|6sofo de la Corte, Juan de Palermo, que examinara
a Leonardo de Pisa con problemas matematicos
de dificil solucién. Leonardo, méas conocido como
Fibonacci, les present6 las soluciones y esper6 a
que las evaluaran.

A medida que estudiaban el trabajo, sus caras
reflejaban la sorpresa que les producia. Mientras
tanto, Fibonacci se habia alejado un poco y char-
laba con una nifa que, sentada en la escalera, aca-
riciaba a un conejito que mantenia en su regazo.

* Yo tuve una pareja de conejos -decia Fibonacci.

e ;De qué color eran? -se interesé la nina.

e Eran blancos y los tuve en casa, a ellos y sus crias, durante 12 meses,
luego me trasladé con mi padre y no me los pude llevar.

iEn un ano tenia 144 parejas!

e Eso es imposible -dijo la nifia mientras imaginaba todo Illeno de conejos.

* La primera pareja comenz6 a criar al segundo mes, y de cada camada me
quedaba con otra pareja, que comenzaba a procrear a su vez a los dos
meses de vida —repasaba mentalmente el sabio.

Mes E F M A M J J A S (0) N D
Parejas [ 1 2 3 5 8 | 13 | 21 | 34 | 55 | 89 | 144

La nifia iba apuntando y de repente, lo vio claro.
El ndmero de parejas es, cada mes, la suma de los dos meses anteriores.
1. Consulta la biografia de Fibonacci y averigua cudl es el uso que tiene la
sucesion de Fibonacci en la naturaleza.
2. Responde de acuerdo a la lectura de los conejos mencionados en la lec-

tura: ;Cudntas parejas se tendria al cabo de catorce meses?
3. ;Cuantas parejas se tendria al cabo de los dos anos?
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e

se pueden formar

que son
N
/- A
La multiplicacion de Ios\ ﬂa suma de los términos de
términos de una sucesi()U K una sucesion
=
pueden ser

A

que es que es
| |
Una sucesion en la cual cada término, excepto el prime- Una sucesion en la cual cada término, excepto el pri-
ro, se obtiene de sumar al término anterior una cantidad mero, se obtiene de multiplicar al término anterior una
constante llamada razon. cantidad constante llamada razon.
se puede se puede
hallar hallar

Término enésimo Primer término Término enésimo Primer término

cuya férlmula es cuya formula es cuya férlmula es cuya formula es
( 6,=0+(n-1)d ) 0, =0, paran>1
(EI ndmero de términos) (EI ndmero de términos)
cuya ;orma es cuya folrma es
I I
LA n=M+1

d Log r 59
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Tema 1. Sucesiones

Indagacion

Nos gusta ordenar las cosas que tene-
mos amontonadas para manejarlas me-
jor. Desde niflos nos gusta coleccionar
objetos como juguetes, palitos, canicas,
estampitas o caramelos, entre otros.

Muchos adultos hacen otras coleccio-
nes como discos, libros, monedas, entre
otros. Generalmente, tanto nifos como
adultos se interesan por establecer un or-
den en sus colecciones.

Comenta con tus compaferos cudles
han sido tus colecciones favoritas, qué
criterios has utilizado para ordenarlas y
escucha las de ellos.

Conocemos infinidad de ordenaciones.
Asi, por ejemplo, los dias de la semana se
suceden uno a uno: lunes, martes, miér-
coles... y semana tras semana pasan los
meses, y los afnos.

Al conjunto ordenado de elementos
que cumple una determinada ley la lla-
mamos sucesion.

Nos interesamos por las sucesiones ma-
tematicas, de las cuales conocemos mu-
chas. La mds importante en este campo es
la de los ndmeros de contar: 1, 2, 3, 4,...

1. ;Cudntos puntitos para cada recuadro?

o000

©00 (0000

o0 o 00 o000

|Z| o0 (e00 (0000
1 4 9 16

Si observamos las construcciones hechas con puntos,
hay igual ndmero de filas que de columnas en cada caso,
podrias dibujar el siguiente elemento de estos arreglos?

;Cudantos puntos tendra el siguiente cuadro?

sy el siguiente del que has hecho? Dibuja y cuenta
los puntos.

;Como llamarias a los ndmeros que cuentan los puntos
de cada arreglo de este ejercicio?

Copia en tu cuaderno las situaciones siguientes y estidialas:

2. ;Cuantos puntos forman cada arreglo?

)
) o0
® o0 o000
° o0 o000 o000
° o0 000 0000 000 O0CFO
1 3 6 10 15

Dibuja los dos arreglos que seguirian en esta construccion.

;Cudntos puntos emplearas en el siguiente? y ;Cuantos
en el siguiente del siguiente?

;Podemos predecir, cuantos puntos habra en la novena
posicion de estas construcciones? ;Por qué?

Observemos que cada término es mayor que el anterior,
entonces se dice que es creciente.

1, 3, 6, 10,  15...
3. Veamos las siguientes cadenas de nimeros:

a)

12 3 45
273 4 5 67

Aqui debemos determinar cémo van cambiando los
numeradores y como cambian los denominadores.
Busquemos los tres términos siguientes:

/ y

b) Escribe los 5 siguientes términos de la cadena:
18, 24, 30. 36,...
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Describe para cada una, ;C6mo crees que se cons-
truye cada uno de los nimeros que la conforman?

Compara tu trabajo con el de tus compaferos.
Aclara las dudas que puedas tener.

Con tus companeros lee y analiza las siguientes
notas conceptuales:

Las sucesiones son cadenas de nimeros orde-
nados, uno tras otro.
Cada elemento de la sucesion se llama término.

Es importante ponerle una etiqueta a cada tér-
mino segtn el lugar que ocupe en la sucesion.

Asi, por ejemplo, en la sucesion de los nimeros
cuadrados:

Sucesion: —»1;4;9;16; 25; 36; ...

Yy Y Y
Término: —» 1°, 2°, 3°, 4° ...

YY Y'Y

Se designa— 0, 0, 0o, a,

Esta designacién de los términos de la sucesion
se lee: a sub uno, a sub dos, a sub tres y correspon-
den a los términos que ocupan el lugar primero,
segundo, tercero... hasta el Gltimo término que es
llamado término general de la sucesién o enésimo
término (n-ésimo) de la sucesion y se nota por a .

g, — se llama término n-ésimo.

En las sucesiones, es importante buscar una ex-
presion para el término n-ésimo o general.

Por ejemplo: la sucesién de nimeros cuadra-
dos: 1, 4,9, 16, 25, 36,... se deduce buscando las
caracteristicas de cada término.

Tema 1 // Sucesiones

a1=12=1
a,=2>=4
a3=33=9
a,=4"=16

a, =5 =25
a6=62=36
a7=72=49
a"=n*=n-n-n-n--n

n veces

;Cual sera a,, de esta sucesion? ;Cémo encuen-
tras este término sin escribir la sucesion hasta él?

Aplicacidén

Copia en tu cuaderno cada ejercicio, trabajalos
individualmente y después compara con algu-
nos companeros.

1. $Conoces la sucesion de los ndmeros primos?
Escribe los primeros 10 nlimeros primos.
;Crees poder escribir una expresioén general

para esta sucesién? Comparte tus hallazgos con
tus demas companeros.

2. Escribe los tres términos siguientes de la sucesion:

5 ;8 ; 11 ; 14 ; 17..

;Qué regularidad encuentras en la construc-
cién de los términos de esta sucesion?

3. Escribe los seis primeros términos de la suce-

sion para la cual a 1

=

n
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4. Encuentra los nimeros que faltan:

12 24 20 40 ¢ 56

Compara tu trabajo con el de tus compaferos.
Si tienes dudas consulta con tu profesor(a).

5. Observa la forma como se han dispuesto los
nimeros enteros positivos en el siguiente arre-
glo. Luego, responde:

-
w
F N

a) Si se continta el arreglo, ;qué letra esta aso-
ciada al nimero 30?

b) Si se continda el arreglo ;qué letra esta aso-
ciada al nimero 50¢

6. Escribe los cinco primeros términos de la suce-
sién que cumple que: el primer término es 5 y
cada término se obtiene sumando 2 al anterior.

7. Encuentra los cinco primeros términos de la
siguiente sucesion en la cual el primer término
es 1, el segundo es 2 y los siguientes son la
suma de los dos anteriores.

Determina los términos faltantes en cada
sucesion:

8. 151’ l, ,l, l, l, e
23 5 7 8

o 1[]21¢

. 2, 4’ 5, 7""

10. 1, -2, 3, —4,|:|,-6, 7,|:|,...
62

Entendemos por...

Sucesion a la cadena de niimeros ordenados, uno tras
otro. A cada uno de estos niimeros se llama término y al
Gltimo término se le llama enésimo término de la sucesion.

Diversion matematica

Soluciona este acertijo:

Jorge dice: Tengo tantos hermanos como hermanas
La hermana de Jorge que
acaba de hablar dice:
Tengo dos veces mas
hermanos que hermanas.
¢ Cuantos hermanos son?

Dia a dia

Las ramas y las hojas de las plantas se distribuyen
buscando siempre recibir el maximo de luz para cada
una de ellas. Por eso, ninguna hoja nace justo en la
vertical de la anterior.

La distribucion de las hojas alrededor del tallo de las
plantas se produce siguiendo secuencias basadas
exclusivamente en estos nimeros.

El nimero de espirales en numerosas flores y frutos
también se ajusta a parejas consecutivas de términos
de esta sucesion: los girasoles tienen 55 espirales en un
sentido y 89 en el otro, 0 bien 89 y 144,

Las margaritas presentan las semillas en forma de 21

y 34 espirales y cualquier variedad de pifia presenta
siempre un ndmero de espirales que coincide con dos
términos de la sucesion de los conejos de Fibonacci: 8 y
1305y8.

Parece que el mundo vegetal tenga programado en sus
codigos genéticos del crecimiento los términos de la
sucesion de Fibonacci.
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Indagacion

Unas sucesiones muy interesantes y sencillas son
las Ilamadas progresiones aritméticas.

Encontramos muchas de ellas en la vida coti-
diana. Por ejemplo, en las ciudades el valor de una
carrera de taxi. Te subes a él y el banderazo inicial
tiene un costo y, luego, por una cantidad fija de
metros recorridos hay un valor fijo. Asi que el valor
total de la carrera depende de lo lejos que vayas.

Escribe en tu cuaderno otras sucesiones de la
vida cotidiana.

Conceptualizacion

Analicemos las siguientes situaciones:

1. Don Ramén alquila bicicletas a los nifios de
su comunidad. El alquiler de la bicicleta por
la primera hora vale $2,000 y por cada hora
adicional $600. ;Cual es el valor del alquiler
por 2, 3, 4,...,n horas?

Haz una tabla en tu cuaderno

Alquiler de bicicletas

Nimero de Valor Total
horas

12 2,000 2,000
2° 2,000+600 2,600
3 2,000+(600 x 2) 3,200

Para alquilar la bicicleta por 4 horas, ;Cudnto
mas hay que pagar por encima de los $2,000 ini-
ciales de la 1* hora?

;Coémo calcularias el costo del alquiler durante
un nimero n de horas? Piensa en el costo de la
primera hora mas el incremento de $600 por las
(n = 1) horas adicionales. ;Por qué restamos 1 a n?

2. En un edificio de muchos pisos, el primer piso
tiene una altura de 5 metros, del segundo en
adelante la altura por piso es de 3.5 m. ;A qué
altura estan los pisos 2°, 3°, 4°, 5°, n-ésimo?

Escribe tus cdlculos en términos de una
sucesion

a=>5 =5
a,=5+3.5 =8.5
a,=5+(3.5)2) =12
a, =5+(3.5)(3) =15.5

(ln =
3. Juliana tiene para su mesada $45,000, de la
cual gasta $3,000 diariamente. ;Cuanto le que-
da a Juliana al final de cada dia?
Elabora una tabla donde hagas la cuenta del
dinero de Juliana diariamente.

Capitulo 4. Sucesiones y progresiones
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Primer dia a, = 45,000 Asi: a,=a,+d; a;=a,+d; a,=a, +d vy en general,

setieneque: @ —a_ =d
n n-1

Segundodia|  _ 45 00— 3,000 = 42,000

: 2 En algunos casos esta diferencia es positiva, en otros ca-
Tercerdia | ; _45000-3,000=42,000 | soses negativa, pero siempre es la misma diferencia.
2 Sobre una progresion aritmética se puede conocer todo

si sabemos el primer término a y la diferencia d.

La expresion &, =d; (n-1)d corresponde al térmi-
Enésimo dia no n-ésimo de toda sucesién aritmética.

n Esta expresion permite conocer todo lo que queramos de
una progresion aritmética.

Analiza las sucesiones que cons- Veamos algunos problemas:
truiste en los problemas anteriores.

Calcula cudl es la diferencia entre 1. Si a; de una cierta progresién es 6 y la diferencia es

dos términos consecutivos. 1.5, escribe los 10 primeros términos de la sucesion.
a,—-a, a,—a, a,—a, a1=6 d=1.5
a,=a+(2-1)d=6+1.5=7.5
;Qué puedes concluir?
En el caso de la altura de los pisos a,=a+(3-1)d=6+ 2(1.5) =9
del edificio:

a,=a,+(4-1)d =6+3(1.5)=10.5

a,—aq a;—a, a,—a

Comprueba que esta sucesion es:
sSucede lo mismo para cualquier

par de términos consecutivos? 6, 7.5, 9, 10.5, 12, 13.5, 15, 16.5, 18,...
En el problema de los gastos de
Juliana: En esta sucesién a_ = 6+(n- 1)(1 .5)
G4 R 4y~ ds ;Cual es el término a,;, de esta progresion aritmética?
b) ;Cémo explicarias la construccion a,= 6+(n-1)d
de es.tas sucesiones? . a, =6+(20- 1)(1.5)
;Tienes una estrategia general 20
para la construccién de términos a. =6+ 19(1.5)
sucesivos de estas sucesiones? 20
a, =6+28.5
Se llama progresion aritmética a su-
cesiones como las que originaron Ay = 34.5
los problemas que resolviste en la
sesion anterior. 2. Paula quiere ahorrar semana a semana, cada vez un
poco mds esta semana ahorra $2,000, la préxima
En ellos la sucesién, 4, @,,ds,.....d, $2,200, en la subsiguiente $2,400 y asi sucesivamente.
se obtuvo sumando a cada término una Acaba de echar en su alcancia $4,200 de esta sema-
64  cantidad fija d [lamada diferencia. na pero ha olvidado cuantas semanas lleva ahorrando.
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;Como saber el nimero de semanas en que ha ahorrado?
a, =2,000 d=200 a, =4,200
a,=a,+(n-1)d
4,200 = 2,000 + (n-1)200

Entonces se puede saber cuanto es n — 1.

Suma de los términos de una
progresion aritmética

Situacion 1
Carl Gauss, un gran personaje, llamado “el principe de las matematicas”, fue
matematico, astrénomo vy fisico aleman, quien vivié entre los siglos XVIII 'y XIX.
Cuenta la historia que desde muy pequeno y motivado por fuertes castigos
de sus profesores, logré disenar modelos aritméticos novedosos.
Uno de esos castigos consistia en sumar nimeros consecutivos del 1 al
100. Era un duro castigo y facil de equivocar. Pero Gauss a la edad de 10
anos, las resolvié en un tiempo sorprendente. Asi:

14+ 100 =101

2+99=101

3+98 =101, etc., Siempre sumaba 101 y hay 50 sumas, en total
50 x 101 = 5,050

Situacion 2
Recuerda el ejercicio anterior, donde Paula ahorra semanalmente $200 mds
que la semana anterior. Comenz6 con $2,000 en la primera semana. ;Cudnto
habrd ahorrado en las primeras seis semanas?

Paula ha ahorrado en 6 semanas:

a, , a, a, a, . ds ag

L+ + + + +
2,000 + 2,200 + 2,400 + 2,600 + 2,800 + 3,000

Esta suma no es muy larga. ;Pero existirda una forma de hacerla
mas facilmente?

Aplicando la siguiente férmula para la suma de los términos de una pro-
gresion aritmética:
_(a,+a)n

2

Esta expresion nos permite calcular facilmente la suma total de una pro-
gresion aritmética.

S
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;Cuanto ahorré Paula en 12 semanas?

S (a,+a )n
2
g (2,000 +4,200)12
2
g 6,200 12
2
S=37,200

Si quieres comprobarlo escribe la progresion y haz la suma.

Aplicacién

Con tus compaiieros, de equipo, resuelve:

1. De las siguientes sucesiones, ;Cuales son progresiones aritméticas? Explica por qué
si o por qué no, en cada caso.

a) 3;8;13;18...
b) 1;3;6;10; 15;...
c) -20 ;-18 ; -16 ;-14 ; ...

2. ;Cudl es el término 25 de la progresion aritmética cuyos tres primeros términos son:
3,;4.5;6;...

3. Hallar el término 12, si el primer término es 33, y la diferencia es 2.

4. Hallar el primer término de una progresion aritmética, si el término 32 es -8 y la dife-
rencia es 3.

5. Si un teatro tiene 12 asientos en la primera fila, 16 en la segunda, 20 en la tercera, y
asi sucesivamente hasta completar 20 filas.
Hallar la cantidad de asientos que hay en la Gltima fila.

6. Un granjero decide formar su recolecta de pifias en tridngulo, de tal manera que la
primera fila tenga una pifa, la segunda 2 pifias, la tercera 3 y asi sucesivamente. Si
hay 1,225 pifas, ;Cudntas filas se pueden formar?

;Cudntas pinas hay en la ultima fila?

Compara tus resultados con los obtenidos por tus companeros.

Con tus compafieros de grupo, analiza mas hechos sobre las progresiones aritméticas.
66
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7. La tabla de multiplicar de 7 puede escribirse 10. En un almacén de cadena desean exhibir
como la progresion aritmética: cajas de cereal formando una pirdmide, de
manera que la hilera inferior tenga 15 cajas;
7; 14; 21;...70 la siguiente 14; la siguiente 13, y asi sucesiva-
mente, con una sola caja en la cuspide.
;Cuanto suma esta progresion? sCuantas cajas de cereal se necesitan para

formar la pirdmide?

8. Encuentra la suma de los primeros 20 términos
de las siguientes progresiones aritméticas

a)l,2,3,4,..
b) 100, 95, 90, 85, ...

Discute tus resultados con tus compafieros y
el profesor.

9. Venta de ganado

Un ganadero vendi6 32 terneros en la feria
de ganaderia.

El primer ternero lo vendi6 en $100,000
y a cada uno de los demas le fue subiendo
$20,000 mas que al anterior.

sCuanto recolecté el ganadero en toda
su venta?

Entendemos por...

Progresion aritmética: sucesion de nimeros reales en la que cada numero, excepto el
primero, se obtiene del anterior sumandole una cantidad constante.

Serie: es la suma de los términos de una sucesion.

Diversion matematica

Diviértete buscando respuestas 2. Completa el cuadrado con las figuras dadas, de modo que
1. Si letras iguales representan digitos iguales, averigua el no se repitan en la misma fila, en la misma columna o
valorde D, 0, S, C, H. en la misma diagonal.

| x| x|«
h 4
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Dia a dia

El nimero aureo no solo lo podemos encontrar en la naturaleza o en
las antiguas construcciones y representaciones artisticas, diariamente
manejamos objetos en los cuales se ha tenido en cuenta las
proporciones aureas para su elaboracion.

Por ejemplo, la mayoria de las tarjetas de crédito asi como nuestro
carné tienen la proporcion de un rectangulo aureo.

También lo podemos encontrar en las cajetillas de tabaco,
construccion de muebles, marcos para ventanas, camas, entre otros.

Progresiones geométricas

En las sucesiones numéricas es muy interesante comparar sus términos, ana-
lizar su crecimiento, encontrar si existen o no regularidades entre ellos, hacer
predicciones sobre cémo encontrar nuevos términos, encontrar expresiones
generales para ellos, cuando esto es posible...

Con tu grupo de trabajo realiza.
1. Observa y analiza la siguiente sucesion:
2, 4, 8, 16, 32,...
sEs ésta una progresion aritmética? ;Existe la misma diferencia entre dos
términos sucesivos cualesquiera?
;Qué puedes concluir?
2. Analiza esta otra sucesion
32,16,8,4,2,..
sEs ésta una progresion aritmética? Encuentra las razones.
G, G, 4, .
—> —3 — ;Qué observas?
a, a, as
;Como obtienes un término de esta sucesion partiendo del anterior?
3. ;Qué podrias decir de la siguiente sucesién?

1,5,25,125, 625,...

sPodrias escribir los dos siguientes términos de ella? Compara tu trabajo
68 con el de otros compaferos.
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Con tus compafiieros, lee y analiza el siguiente texto.

Cuando en una sucesién @, ; @,; a, ;a,  cada término se obtiene
multiplicando el anterior por un ndmero fijo, decimos que se tiene una
progresion geométrica.

Por ejemplo:

2, 4, 8, 16, 32,...

Es una progresion geométrica porque cada término se obtiene multiplican-
do el anterior por 2.

4=2x2; 8=4x2; 16=8x2; 32=16x2

El ndmero fijo por el cual se multiplica un término para obtener el si-
guiente se llama razon r de la progresion.

Asi: a, =ar ; ay;=a,r

sComo averiguar si una sucesion es una progresion geométrica?
iEs muy sencillo!, se comprueba si el cociente entre dos términos con-
secutivos es constante:
. a,
Por ejemplo: —=

a,

;Como expresar un término general de una progresién geométrica?

. , -1
Se expresa mediante la formula a = alr"

Ejemplo:

En la progresion: 2, 4, 8, 16,... cudl es el término a, ¢, ;Cual es el
término a, ?

E t
ncontremos r=&=i=2
a 2
Busquemos
a,=a;"™ =2(27)=2(2°) = 2(32) - 64
Busquemos

a =ar = 2(2“0-“) - 2(29) =2(512)=1,024

10 1
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Suma de los términos de una
progresion geométrica
Alberto compré 20 vacas. Por la primera pagé 1 mi-
ll6n, por la segunda pagd 2 millones, por la tercera 4
millones, por la cuarta 8 millones y asi sucesivamente.
Determina cudnto pagé Alberto en total.
En las progresiones geométricas también resulta
interesante y practico encontrar una expresion ge-
neral que permita sumar sus términos.

;Coémo calcular
S=a, + a, + a, + a, + a; . .+ a

cuando la sucesion es una progresién geométrica?
En una progresion geométrica la suma de sus n
primeros términos es:

_ a (r" 1)

r—1

S r=1

Ejemplo

Al ejercitar un masculo, éste aumenta 3 milime-
tros el primer dia.

Ademas, el incremento de cada dia es igual a
0.95 del incremento del dia anterior.

;Cudl sera el incremento total al final del dia 182

Solucién

Evidentemente, r = 0.95, de modo que el térmi-
no general es: a 0.95™".

Para obtener a sustituimos n = 1 en el primer
término: ¢ 0.95""' =3 ——— a = 3.

Por tanto, el término general es: 3 x 0.95"".

Para obtener el crecimiento total al final del
dia 18, sustituimos a=3,r=0.95yn =18 en

la férmula: "1
a\r -—
r—1
3(0.95”‘-1)
— 7 =36.17mm
0.95-1

El incremento total del masculo al final del dia
18 sera: 36.17 mm.
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Aplicacién

Con tus compaifieros de grupo resuelve:

1. Escribe los cinco primeros términos de las pro-
gresiones geométricas crespon- dientes si:

2. Encuentra la suma de los nueve primeros térmi-
nos de la progresion geométrica: 5,10, 20. ...

3. La suma de los siete primeros términos de una
progresion geométrica de razén 3 es 7651.
Halla los términos primero y el séptimo.

4. Un auto recorre 20 m en un minuto; 10 m al
siguiente minuto; 5 m al siguiente y asi sucesi-
vamente. ;Cudnta distancia habra recorrido al
finalizar 11 minutos?

5. Una persona tiene 2 padres (1a. generacién
atras), 4 abuelos (2a. generacion atras), 8 bis-
abuelos y asi sucesivamente. ;Cudntos ances-
tros tendrian 13 generaciones atras?

Entendemos por...

Progresion geométrica: sucesion de nimeros reales
en la que cada nimero, excepto el primero, se obtiene
del anterior multiplicandole una cantidad constante.

Diversién matematica

Distribuye los digitos del 1 al 8, uno en cada circulo, de
tal manera que la diferencia entre los digitos ubicados
en cada par de circulos vecinos sea siempre mayor 0
igual que 2.

Dia a dia

Relaciones en la forma de la
Gran Piramide de Gizeh.

La afirmacion de Herddoto

de que el cuadrado de la altura es
igual a la superficie de una cara es posible
Unicamente si la semiseccion meridiana de la
piramide es proporcional al triangulo rectangulo

| V5+1 V541
N2 72

donde 1 representa proporcionalmente a la mitad de
la base, la raiz cuadrada del nimero dureo a la altura
hasta el vértice (inexistente en la actualidad) y el
ndmero aureo o hipotenusa del triangulo a la apotema
de la Gran Piramide.

Esta tesis ha sido defendida por los matematicos
Jarolimek, K. Kleppisch y W. A. Price, se apoya en la
interpretacion de un pasaje de Herddoto (Historiae, libro
Il, cap. 124) y resulta teéricamente con sentido, aunque
una construccion de semejante tamario deba contener
errores inevitables a toda obra arquitectonicay a la
misma naturaleza de la tecnologia humana, que en la
practica puede manejar unicamente niimeros racionales.
Los demas investigadores famosos se inclinan por

la hipotesis de que los constructores intentaron una
cuadratura del circulo, pues la raiz cuadrada del nimero
aureo se aproxima mucho al cociente de 4 sobre .
Pero una construccion tal, aunque se conociera 1 con
una aproximacion grande, careceria completamente
de interés geométrico. No obstante, con base en
mediciones no es posible elegir entre una u otra pues
la diferencia sobre el monumento real no es mayor a
14,2 cm y esta pequefia variacion queda enmascarada
por las incertidumbres de las medidas, los errores
constructivos y, principalmente, porque la piramide
perdio el revestimiento en manos de los primeros
constructores de El Cairo.

Para que esto quede mas claro, una precision del 1 por
mil en una base de 230 metros equivale a 23 centimetros
y en la altura esta en el orden de la diferencia real que
deberia existir entre ambas posibilidades.

Tomado de: http://es.wikipedia.org/wiki/
N%C3%BAmero_%C3%Alureo
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* Me enseii6 la importancia de las sucesiones y
su inmersion en la naturaleza.

e Aprecie mi entorno de otra forma, al contem-
plar las sucesiones en las plantas, el ser humano, las frutas,
entre otros.

e Aprendi a obtener el valor total a pagar por un préstamo, sus intereses, entre otros.

* Me ensefi6 la depreciacion que tienen los activos, por su uso y el tiempo.

Conectémonos con
la Biologia

El nimero aureo (9) en el ser humano

La anatomia de los seres humanos se basa en
una relacién @ estadistica y aproximada, asi ve-
mos que:

e Larelacién entre la altura de un ser humano
y la altura de su ombligo.

e La relacion entre la distancia del hombro a
los dedos y la distancia del codo a los dedos.

* La relacion entre la altura de la cadera y la
altura de la rodilla.

* La relacion entre el primer hueso de los de-
dos (metacarpiano) y la primera falange, o
entre la primera y la segunda, o entre la se-
gunda y la tercera, si dividimos todo es @.

e La relacién entre el diametro de la boca vy el
de la nariz.

e Es @la relacion entre el diametro externo de
los ojos y la linea interpupilar.

e Cuando la traquea se divide en sus bron-
quios, si se mide el didmetro de los bron-
quios por el de la traquea se obtiene @, o
el de la aorta con sus dos ramas terminales
(ilfacas primitivas).

\vi/y,n ATy
=it Yo TR A
]

Tomado de: http://es.wikipedia.org/wiki/
N%C3%BAmero_%C3%A1ureo
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Repasemos lo visto

La lectura expuesta al comienzo de la unidad, nos
hace reflexionar sobre la importancia de una vida
sana y natural y de la inmensa utilidad de las ma-
temdticas en la vida de todas las personas.

Necesitamos las matematicas para poder plantar,
para saber cuantos dias han transcurrido para estar
preparados para la recolecta, para saber cuantos mi-
lilitros de pesticida necesito por hectarea para com-
batir los bichos.

Existen aspectos en la naturaleza que pueden ser
representados mediante la matemdtica. Al tener esta
apreciacion, nos permite tener una vision mas her-
mosa y valorativa de todo lo que nos rodea, de su
importancia y de su perfeccion, como en las plantas
la distribucion de las hojas alrededor del tallo se pro-
duce siguiendo secuencias basadas exclusivamente
en los ndmeros de Fibonacci.

Parece que el mundo vegetal tenga programado
en sus codigos genéticos del crecimiento los térmi-
nos de la sucesion de Fibonacci.

No olvidemos que:

Una ecuacion es una igualdad que tiene una o
mas cantidades desconocidas, llamadas incognitas.

La solucién de una ecuacion es el valor numérico
por el cual se puede remplazar la incégnita para que
la igualdad sea verdadera.

Recuerda que los pasos que deben seguirse para
resolver una ecuacién con paréntesis son:

Suprimir los paréntesis mediante la multiplicacion.
Agrupar términos semejantes.

Reducir términos semejantes.

Despejar la incégnita.

Comprobar el resultado.

Un despeje no es otra cosa que “cambiar” varia-
bles de un miembro de una ecuacion a otro, aplican-
do las propiedades de la igualdad.

La potencia es el nimero de veces que se multi-
plica una cantidad por si misma.

El exponente es el nimero o simbolo escrito como
superindice después de una expresion para indicar la
potencia a la cual estd elevada ésta.

Recuerda la amistad tan estrecha que existe entre
la potenciacion y la radicacion.

Tener una potencia con exponente negativo en el
denominador equivale a tenerla con exponente posi-
tivo en el numerador.

Existen ejercicios donde debemos racionalizar,
recuerda que ésta consiste en encontrar una fraccién
equivalente para eliminar una expresion radical del
denominador de una fraccién.

Unidad 1. Conjunto de los numeros reales
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Equipo para granja
a depreciacién es un costo fijo (no efectivo) que representa una estimacion de
la pérdida de valor de un activo durante un periodo especifico, generalmente
un ano. El activo provee un servicio y la depreciacion es un costo que refleja el
desgaste del capital invertido en él. El costo de depreciacion permite crear un fondo
donde se acumula un valor que permitird reemplazar el activo cuando llega al final de
su vida util.

Existen varias maneras para calcular la depreciacién. Para nosotros seria suficiente
considerar el método mas sencillo, denominado depreciacion lineal.

Por ejemplo, un tractor que se compra nuevo en $10,000, con una vida util estima-
da en 8 anos y valor residual (precio de venta al cumplir los 8 afnos) de $ 2,000 tendria
una depreciacion de $ 1,000 por ano.

El detalle para éste calculo es el siguiente:

Donde:
Da = Depreciacion anual.
Vn = Valor nuevo.
Vr = Valor residual. l
A = Anos Gtiles.
Consecuentemente:
Da = u

A

_ 10,000-2,000
8

Da

o= (10,000 -2,000)
8

Da = $ 1,000 por aho

D

Tomado de: http://www.fao.org/docrep/w7452s/w7452s04.htm

.
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Historia del ajedrez (anécdota)
;Por qué deleit6 tanto a un rey la invencion de Sin embargo, cuando el senescal empez6 a
un juego llamado «muerte al rey»? es un mis-  contar los granos, el monarca se encontré con
terio, pero, segln la historia, se sinti6 tan com-  una desagradable sorpresa. Al principio el nu-
placido que pidi6 al gran visir que determinara  mero de granos de trigo era bastante pequeo:
su recompensa por tan maravillosa invencién. 1,2,4,8,16, 32, 64, 128, 256, 512, 1,024...,
Este ya tenia la respuesta preparada; era un  pero en las cercanfas del escaque sexagésimo
hombre modesto, explicé al Shah, y s6lo de-  cuarto las cifras se tornaban colosales, ame-
seaba una modesta gratificacion. drentadoras. De hecho, el niimero final ronda-
Senalando las ocho columnasy las ocho filas  ba los 18,5 trillones de granos. Tal vez el gran
de escaques del tablero que habia inventado,  visir se habia sometido a una dieta rica en fibra.
solicit6 que le entregase un solo grano de trigo De hecho, es el equivalente de la produc-
por el primer escaque, dos por el segundo, el  ci6n actual de trigo en todo el mundo multipli-
doble de eso por el tercero y asi sucesivamente  cada por 150. No nos ha llegado el relato de lo
hasta que cada escaque recibiese su porciéon de  que pasé inmediatamente después. Ignoramos
trigo. No, replic6 el rey, era un premio harto  si el rey, maldiciéndose a si mismo por haber

mezquino para una invencion tan importante. desatendido el estudio de la aritmética, entrego
Le ofrecié joyas, bailarinas, palacios. Pero el el reino al visir o si éste experimentd las tribu-

gran visir, bajando la mirada, lo rechazé todo.  laciones de un nuevo juego.

Sélo le interesaban aquellos montoncitos de

tl‘igO. Asi que, maravillado en secreto ante la Tomado de: http://www.taringa.net/comunidades/mitosyle-

. .. . yendas/365563/Historia-del-Ajedrez-(An%C3%A9cdota). html
humildad y la moderacién de su consejero, el

rey accedio.
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¢En qué vamos?

Reflexiono y trabajo

con mis companeros

Resuelve cada ejercicio en tu cuaderno y revisa tus
repuestas con algunos companeros.

1. Un hombre deja estipulado en su testamento
que la mitad de su finca sea para su hijo ma-
yor, la mitad de lo que queda para el segun-
do, 2/3 de la zona restante para el tercero y
las cinco hectareas sobrantes las dona a una
entidad de beneficencia. ;Cudntas hectareas le
correspondio a cada hijo?

2. Observa la figura, halla el patrén y determina
cuantos cuadrados hay en la sexta y décima cruz.

3. Distribuye los digitos positivos, uno en cada
circulo de tal manera que el digito ubicado en
cada circulo de arriba sea igual a la suma de
los digitos ubicados en los dos circulos que
estan conectados con él.

4. Observa cuidadosamente las siguientes ex-
presiones.

T+1+2+3+5+8=20
2+5+7+12+19+31=76
3+7+10+17 +27 +44 =108

Ellas siguen el mismo patrén.

El resultado es el cuddruplo de uno de los
términos de la derecha.

De qué término estamos hablando y cual
es el patron que siguen las expresiones de
la izquierda.

5. Juan tiene que ver 42 asignaturas para aprobar

su carrera, si en 4 semestres aprobé la mitad
y en el siguiente semestre se propone aprobar
1/3 de las materias restantes, ;Cuantas asigna-
turas le faltan por aprobar?

. Carlos tiene que ver un cierto nimero de asig-

naturas, para aprobar su carrera, si en 5 semes-
tres aprob6 la mitad, y en el sexto semestre
se propone aprobar 1/3 de las asignaturas
restantes, le quedarian por ver 12 asignaturas.
;Cudntas asignaturas tiene la carrera?

Responde las preguntas 7 y 8 de acuerdo al si-
guiente grafico que muestra un punto de partida Py
un vehiculo que esta a una distancia d del punto P.

La distancia “d” en metros entre el mévil y el
punto viene dada por la expresion: d(t) = 5 + 3t,
t esta dado en minutos.

. Transcurridos 15 minutos, el movil se halla

a: metros del punto P.

. Si el mévil se encuentra a 80 m. del punto

P, es posible afirmar que han transcurrido
minutos.

. Un automdévil que recorre 75 Km. en una

hora, tarda 8 horas en ir desde la ciudad A,
hasta la ciudad B.

;Cudnto tardard un automévil que recorre 60
Km en una hora, en hacer el mismo recorrido?

Unidad 1. Conjunto de los niUmeros reales



10. Recordemos que la suma de los dngulos inter- X Ax
nos de cualquier triangulo es igual a 180°.
Utiliza esa informacién para calcular el valor
de cada angulo del triangulo siguiente. 5x

Heteroevaluacion “le cuento a mi profesor”
Con tu profesor, resuelve la siguiente rejilla.
Lee el enunciado y sefala con una x la categoria correspondiente, segtn lo que has aprendido:

Qué sé hacer | Superior | Alto | Basico | Bajo
Clasifico cualquier nimero como N, Z, Q, [, R.

Establezco relaciones de orden entre dos o mas ndmeros al escribirlos en la
recta numérica.

Resuelvo ecuaciones e inecuaciones.

Grafico en la recta numérica la solucién de una inecuacién.

Resuelvo problemas y ejercicios con potencias enteras y reales.

Reconozco la radicacién como una de las operaciones inversas de la
potenciacion.

Racionalizo, opero y resuelvo ejercicios.

Calculo potencias de nimeros reales utilizando algunas de las propiedades
de la potenciacion.

Resuelvo y propongo problemas que involucren las operaciones con
ndmeros reales en diversos contextos.

Utilizo las sucesiones para interpretar informacién dada.

Observo, analizo y aprecio las sucesiones en mi entorno.

Autoevaluacion

Participo y aprendo | Superior | Alto | Basico | Bajo
Participo de manera activa en clase, formulando o respondiendo
preguntas.

Aplaudo las actitudes creativas que inviten a buscar nuevas soluciones a
situaciones problemdticas.

Participo activamente en los grupos de trabajo.

Comparto mis saberes y dudas con mis companeros.

Fomento la disciplina dentro del grupo.

Permito la libre discusién.

Propongo problemas o actividades para resolver en clase.

Repaso en casa lo suficiente, sobre lo aprendido en el colegio.
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Unidad 9

Resolvamos

Te has preguntado: ;Qué importancia tiene la
geometria en nuestra vida?

Sabemos que la geometria surgi6é desde muy tem-
prano en la historia de la humanidad. Es asi como
hace unos 6,000 anos, los egipcios se vieron obli-
gados a usarla para medir extensiones de tierra so-
bre Valle del Nilo y determinar los limites de sus
propiedades. Ellos conocian muchas relaciones
geométricas practicas con las cuales desarrollaron
métodos de mediciéon que adn se emplean. Un
ejemplo préactico de su desarrollo geométrico lo
constituyen sus piramides.

En papiros egipcios de épocas antiquisimas se
han encontrado férmulas geométricas, entre las
cuales hay algunas muy exactas y otras tan sélo
aproximadas. Sin embargo, fueron los antiguos grie-
gos quienes sintetizaron los conocimientos geomé-
tricos de la época, ellos presentaron la geometria en

Geometria

forma deductiva, basada en demostraciones cohe-
rentes mas que en aplicaciones practicas.

Uno de los gedmetras griegos mas importantes fue
Tales de Mileto, fundador de la escuela jénica, quién
vivié aproximadamente en el Siglo VIl a.C., conside-
rado como uno de los “siete sabios”. Durante gran
parte de su vida se dedic¢ al estudio de la filosofia y
de las ciencias, especialmente, de la geometria.

Sus estudios lo condujeron a resolver ciertas
cuestiones como la determinacién de distancias in-
accesibles, la igualdad de los dngulos de la base en
el tridngulo is6sceles, el valor de un dangulo inscrito
en una circunferencia y la demostracién del cono-
cido teorema que lleva su nombre, el cual se refiere
a la proporcionalidad de segmentos determinados
en dos rectas cortadas por un sistema de paralelas.




Referentes de calidad
Conjeturo y verifico las propiedades de congruencias y semejanzas entre figuras
bidimensionales y entre objetos tridimensionales en la solucién de problemas.

Reconozco y contrasto propiedades y relaciones geométricas utilizadas en
demostracion de teoremas bdsicos (Pitdgoras y Tales).

Aplico y justifico criterios de congruencia y semejanza entre tridngulos en la
resolucién y formulacién de problemas.

Uso representaciones geométricas para resolver y formular problemas en las
matematicas y en las otras disciplinas.

Resuelvo problemas y simplifico calculos usando propiedades y relaciones de los
nimeros reales y de las relaciones y operaciones entre ellos.

Justifico la pertinencia de utilizar unidades de medida estandarizadas en
situaciones tomadas de distintas ciencias.

Selecciono y uso técnicas e instrumentos para medir longitudes, areas de
superficie, volimenes y dngulos con nivel de precisién apropiados.

Capitulos
1. Razones geométricas y
trigonométricas
2. Cuerpos geométricos
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Razones geométricas
y trigonométricas

Hemos estudiado que un poligono puede dibujar-
se a escala mas grande, mas pequeio o de igual
tamano y se conserva su forma, es decir dibujamos
poligonos semejantes cuando sus angulos son con-
gruentes y sus lados son proporcionales. Las razo-
nes se establecen entre los lados de los poligonos.

Cuando los poligonos son tridngulos rectangu-
los, establecemos unas relaciones entre sus cate-
tos y su hipotenusa, entrando asi en el campo de
la trigonometria.

La palabra trigonometria se deriva del griego
trigonon (tridngulo) y metron (medicién). Es una
rama de las matematicas que estudia las relacio-
nes entre los elementos de los tridngulos, propor-
cionando un método para calcular sus medidas.
La trigonometria nacié en el siglo Il a.C. Fueron
sus fuentes los intentos de hacer mediciones de

Capitulo 1

las observaciones astronémicas, la navegacion, la
agrimensura y la cartografia.

Posteriormente, el estudio de fenémenos perio-
dicos como el movimiento de las olas del mar, los
latidos del corazon, el movimiento de la cuerda de
una guitarra, entre otros, fueron los que permitie-
ron modelar expresiones matemdticas que involu-
craron las funciones que llamamos periédicas.

Gracias a los avances tecnolégicos, hoy pueden
hacerse examenes médicos con gran precision me-
diante el envio de ondas adecuadas sobre tejidos
u 6rganos que son analizadas por el computador.

Los fenédmenos ondulatorios como el sonido, la
electricidad, el electromagnetismo, los rayos X, se
analizan matematicamente y se utilizan como en la
radio, el radar, la television, el sonar, el microscopio
electrénico, la resonancia magnética y muchos mas.

se utilizan para
I

-

calcular

|

aplicar

|

~

aplicar

|

Razones entre segmentos

Teoremas de:
| Thales y Pitdgoras

Razones
Trigonométricas

Ley fundamental de
las proporciones

Seno ‘

Coseno
Tangente
Cotangente
Secante

. Cosecante

Unidad 2. Geometria




Tema 1. Semejanzay
congruencia, Teorema de Tales

Indagacion

En el curso anterior, estudiamos el teorema de las 40\ o

A

paralelas cortadas por una transversal, que forma
parejas de angulos iguales: alternos interno, alternos
externos, opuestos por el vértice y correspondientes. u

A 4

A

Analiza el siguiente dibujo e identifica las pa-
rejas de angulos iguales con sus respectivos nom-

Y

A

bres y valores. Puedes trabajar con un companero
y después comparar con otros grupos.

Conceptualizacion

En el curso anterior estudiamos cudndo dos poligonos son semejantes y cuando
son congruentes. Recordémoslo.

Semejanza
Dos poligonos son semejantes cuando tienen los dngulos homdlogos iguales y
los lados homélogos proporcionales.

T' IS
T R
M M

Los dngulos homélogos son iguales:
IM=LM, LS =LS,LR=LR, /T =LT,

Los lados homélogos son proporcionales:

MS SR _RT _TM
M'S SR RT T'M

Capitulo 1. Razones geométricas y trigonométricas
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Congruencia
Dos o mas figuras geométricas son congruentes si tienen la misma forma y el mismo
tamano. Sus angulos homologos son iguales y sus lados homélogos son iguales.

Y Y

K K
Los dngulos homélogos tienen igual medida:

LK=/K, LW=4W', [LZ=LZ, LY=LY,6 [LX=/X

Los lados homélogos miden lo mismo:

KW=KWwW  WZ =WZ Y =7'Y LY =L'Y XK =XK’
Criterios de congruencia de triangulos

Criterio | Enunciado | Tridngulos
Dos triangulos son congruentes, si sus

LLL lados correspondientes son congruentes. v D

Dos triangulos son congruentes si dos

lados correspondientes y el angulo
L, A, L comprendido entre ellos son congruentes. &

Dos triangulos son congruentes si dos

angulos correspondientes y el lado
A, L, A|comprendido entre ellos son congruentes.

Teorema de Tales
Trabaja en tu cuaderno, siguiendo las instrucciones:

Traza dos rectas r y , que se corten en un punto que sefales como O. Dibuja
rectas paralelas que corten a las rectas ry r'.

Los puntos de corte de una de estas paralelas con ry r’ se llaman correspon-
dientes, por ejemplo Ay A’, By B, entre otros. También los segmentos que se
determinan sobre ry r'.
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Se llaman segmentos correspondientes, como BC y B'C’
Procura que al trazar las paralelas los segmentos BC y DE
sean congruentes, es decir, de igual medida.

BC = DE nos preguntamos: ;Serdn correspondientes los

segmentos BC’ , DE'? €s decir,BC'= DE"?

sSeran también congruentes?;Mediran lo mismo?

Veamos la forma de contestar estas preguntas:
Traza por B" y D’ paralelas a la recta r, y determina los segmentos
BF y DG-
;Porqué B'F = D'G? ;Cémo son B'Fy D'G y B'C y D'E ? Explica.

Si haces una traslacion del tridngulo a lo largo de B'D’ este triangulo se superpone exac-
tamente con el triangulo D'GE”

Es decir:  B'F . se superpone con DG
FC se superpone con GE'
BC’ se superpone con DE’
Por lo tanto BC = DE

Se ha comprobado que a segmentos iguales de r corresponden segmentos iguales de r.
Considera ahora un segmento de r como AD , es lasumade 4B, BC y CD es decir:

AD =AB +BC +CD

Su correspondiente es: AD'=AB'+BC'+CD’

Es decir AD’ es la suma de los tres segmentos correspondientes: A'B"+BC'+CD".

De esta forma se puede concluir que los segmentos cortados por las paralelas sobre r
y los correspondientes cortados sobre r’ son proporcionales. Este resultado lo conocemos
como el teorema de Tales:

Si tres 0 mas paralelas son cortadas por transversales, la razén entre las medidas de los
segmentos determinados en una transversal es igual a la razén de las medidas de los
segmentos correspondientes de la otra, por lo que son proporcionales.

Esta proporcionalidad permite, escribir las siguientes igualdades con respecto a las me-
didas de los segmentos:

15 BC CD BB
AB  BC C'D BFE
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Ahora, analicemos el ejercicio siguiente: sea el A4BC, en donde el lado AB
se divide en cinco segmentos congruentes entre si.

Se traza el segmento B'C" paralelo al BC y se forman los segmentos AB” y BB
Para determinar la razén que existe entre las medidas de los segmentos:

Y TR , AB" 3
AB' y AB , se tiene que: — =—

4B °

Lo cual significa que AB esta dividido en cinco segmentos congruentes
entre siy 4B" abarca tres de ellos.

Si ahora, al AABC se le trazan unas paralelas a AC , se
observara que B'C' queda dividido en tres segmentos con-

A gruentes entre si, y BC queda dividido en cinco segmentos.
BC _3
Por lo que resulta: ——=—
BC 7

lo cual quiere decir que, si g'C’|| BC ,
. /\\\ AN I

entonces: £=E=E
B/\ \ \ \ \C

AB AC BC

Ademas, en la figura se observa que los dngulos de los dos triangulos
AABC y AA'B’C’ son congruentes,

esto es: LA =LA Por la propiedad reflexiva de la congruencia de angulos.
LB =/B Porser dngulos correspondientes entre paralelas.
£ C = /C’ Porser angulos correspondientes entre paralelas.

Esto indica que los AABC y AA’B’C’ son semejantes, ya que sus dngulos

correspondientes son congruentes y sus lados son proporcionales. De aqui se
deriva otra forma de enunciar el teorema de Tales, que dice:

Si en un tridngulo una recta es paralela a uno de sus lados, ésta divide

a los otros dos lados en segmentos proporcionales y los triangulos for-
mados son semejantes.
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Aplicacién

1. Un tridngulo rectangulo tiene como catetos 12 my 5 m. ;Cuanto medirdn los
catetos de un tridngulo semejante al primero cuya hipotenusa mide 52 m?

12m

5m

2. Dibuja dos tridngulos, AABC y AA'B’'C", de diferente tamafio, tales que
LA=LA" y /B=/B.Explica cémo son esos triangulos.

3. Dos triangulos son semejantes si tienen dos lados proporcionales y el an-
gulo comprendido entre ellos igual. Verificalo con un dibujo.

4. Dibuja un tridngulo isésceles y se divide su base en 4 partes iguales. Identi-
fica los triangulos congruentes pintandolos del mismo color

5. Verifica si los tridngulos siguientes son semejantes:

5
6 cm cm

7.5cm

11.25cm
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6. Dibuja un tridngulo semejante al Dado, que sea 3.5 veces mas grande.

4 cm

7. Los catetos de un tridngulo rectangulo que miden 24 my 10 m.
;Cuanto medirdn los catetos de un tridngulo semejante al primero cuya
hipotenusa mide 52 m?

8. Dibuja un tridngulo rectangulo que tenga un angulo de 70° y otro tridngulo
semejante a é| cuyos lados sean la mitad de los lados del primero.

9. Dada la figura, calcular los valores de los segmentos: AP y QC.

10. Dibuja un triangulo escaleno que sea semejante con otro 3 veces mayor
que él.
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Entendemos por...

Angulos congruentes aquellos que tienen la misma
medida. Por ejemplo, los angulos opuestos por el vértice
que forman las diagonales de un rectangulo:

Ll=/2y L3=/4

Diversion matematica
Corriendo cada punto A, B, C, D, E, F, G, 2 unidades (cuadritos) hacia la derecha y 3 unidades hacia

arriba, trasladar el poligono de la cuadricula.

O

/'
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Dia a dia

La clonacion

En febrero de 1997 se dio a conocer la existencia de la oveja Dolly, el primer mamifero clénico
desarrollado en un laboratorio, que en ese momento constaba ya con siete meses de edad.

Era la primera vez que se conseguia con éxito la copia genéticamente idéntica de un mamifero adulto.
La clonacién fue obra del biélogo escocés lan Wilmut y un equipo de cientificos del instituto Roslin de
Edimburgo (Escocia), finalmente por una compaiia farmacéutica productora de medicamentos a partir
de la leche de oveja.

SR SN |

El experimento que dio la vida de Dolly significé un importante avance cientifico para la humanidad, por
su contribucion a la lucha para combatir ciertas enfermedades, especialmente el cancer y por mejorar la
elaboracion de algunos farmacos y facilitar la seleccion de linajes en la ganaderia.

Con la clonacion se abrieron también otras posibilidades de investigacion, como la copia de animales
transgénicos, es decir genéticamente modificados, para crear razas enteras con caracteristicas
predefinidas, de modo que, por ejemplo, fueran resistentes a los virus.

El enorme adelanto para la ciencia que supuso la clonacion de la oveja Dolly reabrié en el mundo
cientifico el debate sobre la posibilidad de clonar seres humanos y planted graves interrogantes
éticos, poniendo de manifiesto la necesidad de llenar el vacio legal existente en relacion con los
avances de la ingenieria genética

Tomado de: http://docente.ucol.mx/al028763/public_html/2.htm
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Tema 2. Razones trigonométricas

Indagacion

Haz grupo con dos estudiantes y analicen las dos situaciones siguientes:

1. Clasifiquen los tridngulos segin el cuadro dado.

—
A
A

2. En tu cuaderno, dibuja tres tridngulos rectangulos, como los tridngulos 1,
2y 3, cada uno de ellos tiene un dngulo de 30°.

cateto opuesto
a 30°

hipotenusa
hipotenusa cateto cateto
opuesto opuesto

a 30° a 30°

Triangulo 1 Triangulo 2 Triangulo 3

Con una regla o escuadra y un transportador, toma la medida de los lados
y angulos de los tridngulos construidos y anétalos en la figura respectiva.
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Conceptualizacion

Tenemos el caso de un nifio que vuela su cometa. Ha soltado 100 m. de cuer-
da, que en este momento hace un angulo de 60° con la horizontal. ;Podremos
saber a qué altura de la mano del nifio se encuentra la cometa?

Situacién como ésta, no es posible solucionarla con los conocimientos que
hasta ahora tenemos.

Aunque el triangulo que se forma es rectangulo no podemos aplicar el
teorema de Pitagoras.

Recordemos que el teorema de Pitagoras dice que en todo tridngulo rec-
tangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de
los catetos. Aqui, solo conocemos un dato y para encontrar h tendriamos que
conocer dos lados del tridngulo.

Estudiemos algo nuevo.

Razones trigonométricas
La trigonometria esencialmente se ocupa de encontrar las relaciones entre los
lados y los angulos de un triangulo.
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Seno y cosecante

En un tridngulo rectangulo, AABC , fijamos la atencién en uno de sus angulos
agudos, en este caso vamos a fijarnos en él ZA. Si establecemos la razén entre
el cateto opuesto al £A4y la hipotenusa (lado opuesto o frente al dngulo recto),

B

tenemos:

Longitud del cateto opuesto al angulo A
Longitud de la hipotenusa

A esta razon la Ilamaremos seno del angulo A y la escribimos asi:

sens A= Cateto opuesto a LA

Hipotenusa
B
c
a
A 5 C

En el AABC marcamos con letra mintscula el lado que queda frente (opuesto)
al angulo que se marca con letra mayuscula.

Asi:

El lado opuesto al £4 es a
El lado opuesto al ZB es b
El lado opuesto al £C es ¢

El cateto que ayuda a formar cada angulo agudo del triangulo rectangulo se
llama lado adyacente a ese angulo. Asi:

El lado adyacente al £4 es b
El lado adyacente al £ZB es a

Hemos dicho que:  senZA= Cateto .opuesto azA
Hipotenusa

segln la figura, senZA= Cateto ‘opuesto azA
Hipotenusa

a
C
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Si establecemos inversamente la razén senZA es decir:

Longitud de la hipotenusa

Longitud del cateto opuesto al dngulo A

Obtenemos la relacion llamada cosecante del angulo A escrito abreviada-

mente cscZA

Como senZ A=

Hipotenusa

Hipotenusa c

Cateto opuesto a LA _a y csCLA=

c
Cateto opuesto a ZA a

Entonces concluimos que senZ A y cscZAson relaciones inversas.

Simbdlicamente escribimos: cscZA =

Coseno y secante
Dado el A4ABC, podemos establecer otras razones
con relacién al mismo Z£A4, tales son:

B

a

A —L

Estableciendo la razén entre el cateto adyacen-
te y la hipotenusa, tenemos:

Longitud del cateto adyacente al dngulo A
Longitud de la hipotenusa

Obtenemos la relaciéon [lamada coseno del an-
gulo A escrito abreviadamente cosZA

COSZLA=

Cateto adyacentea ZA _ b
Hipotenusa c

Si establecemos inversamente la razén del

Hipotenusa

c
da: b
cosZA nos queda Cateto adyacentea ZA b’

92

1
senZA

a esta razon la Ilamamos secante del angulo A, escri-
to abreviadamente sec ZA .
Hipotenusa c

sec LA = ==
Cateto adyacente a ZA b

Concluimos que cosZA y sec ZA son rela-
ciones inversas.

Simbdlicamente escribimos: sec /A =
cosZA

Tangente y cotangente
También podemos relacionar los catetos entre
ellos asi:

Longitud del cateto opuesto al angulo A
Longitud del cateto adyacente al angulo A

A la razén entre los catetos opuesto y adyacen-
te, la llamamos tangente del angulo A.
Simbdlicamente:

tans A= Cateto opuesto a LA _a

Cateto adyacente a LA b

Y a larazén entre los catetos adyacente y opues-
to, la Ilamamos cotangente del angulo A.

Unidad 2. Geometria
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Longitud del cateto adyacente al dngulo A
Longitud del cateto opuesto al dngulo A

Simbdlicamente:

cotans A= Cateto adyacente a LA _ b

Cateto opuestoa LA a

Observamos que tanZ A y cotanZ A son inversas,

oues  tan’ZA= Cateto opuestoa ZA _a v cotans A= Cateto adyacentea ZA _ b
Cateto adyacente a LA b Cateto opuesto a ZA  a

Analicemos un triangulo especial
Dado el triangulo rectangulo is6sceles DEF, de lado 1 unidad (puede ser 1cm,
1m, entre otros), calculemos el valor de:

La hipotenusa E

)

) Cada angulo agudo
) sen 45°
)
)

) csc 45° D F

Solucién
a) Segun el teorema de Pitagoras la hipotenusa DF se calcula asi:

—2 —2 —
DF =DE + EF

DF =1+ *=1+1=2
VDF =2 E

DF =~[2 =14142...
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b) Como el triangulo es isésceles, tiene 2 lados iguales y por lo tanto 2 an-
gulos iguales, en este caso £D=/F y como la suma de los 3 angulos
interiores de todo triangulo suman 180°, entonces,

LD+ /LE+/LF =180°

E
£D+90°+LF =180°

Como £D =LF entonces,
LF+/E+/F=180° 1 1
2/F +90°=180°
24F =180°-90° DL BN F

Lr- 2 \B

LF =45°

Entonces £D =45° porser £LD=LF

Con base en la figura con sus medidas deduciremos las razones trigonométricas.

_ Cat. opuesto a 45°

C) sen45° .
hipotenusa
1 Ixv2 2
sen 45°= == = X2
2 ax2 s
endge w2 <142 o
2 2
o \/5 o
Luego, sen 45° = - 0 sen 45°=10.707...

Cat. opuesto a 45°

d) cos45°=

hipotenusa
1 12 A2
c0845°= —==———=—
2 2x\V2
cosse Y2 A2 o507
2 2
Luego, cos 45°= g 0 cos 45°=10.707...
94 De los puntos c) y d) podemos deducir que sen 45°=cos 45¢.
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Observando la figura deducimos:

E

e) tan45° — cateto opuesto 1 1

cateto adyacente 1
Luego, tan 45° =1 1 1
f) cotan 45° _ cateto ayacente 1 1

 cateto opuesto 1 D 45° 45° F
Luego, cotan 45° =1 'V?
g) sec 45°= Hipotenusa N AT

Cateto adyacente a 45° 1
Luego, sec45°= 2 = 14142
h) cscdse — _Hipotenusa - _ V2 V2 - 14142

Cateto opuesto a 45° 1

Luego, csc45° = 2 = 1.4142

Aplicacién

Los ejercicios 1, 2 y 3, se resuelven con la informa-
cion y grafica siguientes:

Dado el tridngulo equilatero de lado 1 unidad
Calcular:

1. El valor de la altura sobre uno de sus lados.

2. Hallar
a) Sen 60° d) Cotan 60°
b) Cos 60° e) Sec 60°
c) Tan 60° f) Csc 60°

3.
a) Sen 30° d) Cotan 30°
b) Cos 30° e) Sec30
c) Tan 30° fy  Csc 30°
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4. Retomando el caso del nifio que vuela su cometa.
Podemos saber a qué altura de la mano del

nifo se encuentra la cometa, analizando la fi-
gura y recordando la definicion de seno de 60°.

Segun la solucién de la parte a) del ejercicio 2,

sen 60°=£ = ﬂ =(.866...
2 2

Ahora, encuentra la altura a la que se en-
cuentra la cometa de la mano del nifo.

5. Dagoberto tiene una tabla cuadrada cuya diagonal mide 25 cm.

a) Dibuja la tabla y encuentra el valor del lado.

b) Encuentra las razones: seno, coseno, tangente, cotangente secante y
cosecante del dngulo formado por la diagonal y uno de los lados del
cuadrado

6. Escribe alguna justificacion para asegurar que sen0°=0 y sen90°=1
7. Completa la tabla

Sen Cotan Sec

00

30°
45
60°
90°

La informacion siguiente se requiere para solucionar los ejercicios 8,9
y 10. Se tiene el tridngulo rectangulo ABC, con angulo recto B, de hipote-
nusa 10 cm y uno de sus lados 6 cm.

8. Realizar el dibujo correspondiente.

9. Calcular la longitud de su otro lado. ( |
Entendemos por...
10. Expresar las razones trigonométricas para el Hipotenusa, el lado opuesto al angulo recto de un
angulo A. tridngulo rectangulo.
Cateto, cada uno de los lados que forman el angulo
11. Expresar las razones trigonométricas para el recto, de un triangulo rectangulo.
96 angulo C. \ J
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Diversion matematica
¢ Cuantos triangulos puedes contar en la imagen?

Dia a dia

En la Antigiiedad, los marinos navegaban guiados por
la posicion de las estrellas y con la ayuda de cartas y
tablas de navegacion.

Sin embargo, para determinar su posicion con precision
no solo necesitaban mirar al cielo, sino, ademas,
conocer la hora en que lo estaban haciendo y asi poder
comparar las posiciones de las constelaciones que
observaban, con las posiciones establecidas en las
tablas para esa hora del dia.

Este método de localizacion fue mejorado con el uso de
relojes cada vez mas precisos pero aun presentaba sus
principales dificultades: no podia usarse continuamente

y lo afectaban las condiciones atmosféricas. Pero los creadores de esta tecnologia tienen visiones atin
Actualmente el sistema de localizacion mas usado es mas grandes. Se dice que la tecnologia GPS es la cosa mas
conocido como Sistema de Posicionamiento Global o GPS. grande que llega al aire desde la television. También se

El Sistema Mundial de Localizacion por Satélite (GPS, Global ~ dice que sera la proxima ola en servicios de informacion
Positioning System), desarrollado por el Departamento de comercial. Los teléfonos celulares y el correo electronico

Defensa estadounidense a principios de los afos 70, permite  actualmente le permiten a cualquier persona contactarte.
a los barcos navegar por los océanos, a los aviones volar
sobre las nubes, rastrear a las flotillas de camiones y a los
mineros buscar metales preciosos.

http://www.eveliux.com/mx/el-futuro-de-la-localizacion-
mundial-por-satelite.php
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Cuerpos geométricos

Los cuerpos geométricos son aquellos elementos
que ocupan un volumen en el espacio. Constan de
tres dimensiones: largo, ancho y alto, y se compo-
nen de figuras geométricas.

Entre los sélidos son conocidos los llamados
“solidos platénicos” estudiados por todas las civili-
zaciones a lo largo de la historia.

Hemos estudiado que los sélidos o cuerpos
geométricos se clasifican en poliedros y cuerpos

Capitulo 2

redondos. El significado de los poliedros se remon-
ta a las primeras civilizaciones.

Las propiedades de los poliedros fueron co-
nocidas desde la Antigliedad, hay referencias de
unas bolas neoliticas de piedra labrada, encontra-
das en Escocia 1,000 anos antes de la existencia
de Platén. En este capitulo profundizaremos en el
conocimiento de los cuerpos geométricos, su area
y su volumen.

Sdlidos o cuerpos geométricos

son elementos tridimensionales

Clasificados en

Poliedros
Regulares Irregulares
Aquellos Aquellos
cuyas cuyas caras
caras son no .son todas
poligonos iguales
regulares
Los primas

Las piramides

Cuerpos
redondos

Cilindro Cono Esfera
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Indagacion

El ser humano ha utilizado diversas formas geométricas
en la arquitectura, ingenieria, los objetos del arte y en
muchos otros campos.

Seguramente has visto productos empacados en cajas
de formas: prismatica, piramidal, cilindrica, cénica o esfé-
rica. En cursos anteriores, modelaste algunos sélidos.

Copia ampliado el siguiente molde para que armes tu
piramide de base pentagonal, del tamafo que quieras.

Trae tus conocimientos acerca de las pirdmides.

;Como definirias este cuerpo geométrico?

Escribe una definicion y comparala con la siguiente.

Conceptualizacion

En los cursos anteriores hemos estudiado sobre los poligonos y algunos sélidos.
Recordemos: los sélidos son cuerpos geométricos que pueden estar limita-
dos por superficies planas o superficies curvas.

Poliedros: Cuerpos geométricos limitados por superficies planas y de
contorno poligonal. Tienen caras, aristas, angulos y vértices.
Existen 5 poliedros regulares, Ilamados también sélidos platénicos.

. JO0¢68

Tetraedro Hexaedro Octaedro Dodecaedro Icosaedro

Cuerpos redondos: no estan limitados por poligonos, sino por superfi-

cies curvas. . ! I
Cilindro Cono  Esfera
Las caras de los poliedros son poligonos, por ello, revisamos su clasificacion. 99
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Los poligonos
Como los cuerpos geométricos tienen superficies que pueden ser poligonos,
recordemos aspectos importantes algunos de ellos.

Poligono | Perimetro | Area
Triangulo Suma de longitudes de los lados Base x altura
2
Cuadrado Suma de longitudes de los lados Lado x lado

Rectangulo | Suma de longitudes de los lados Base x altura
Circulo Longitud de la circunferencia = Pi x radio al cuadrado
2 X pi x radio Tl
2nr

Elementos de la circunferencia y el circulo
Circunferencia Circulo

100
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Diametro

secant®

Angulo central: es el dngulo cuyo vértice es el centro de la circunferencia
y sus lados son dos radios de ella.

Angulo inscrito: es el angulo cuyo vértice estd sobre la circunferencia y
sus lados son cuerdas de ella. Para todo angulo inscrito, existe un angulo del
centro que subtiende el mismo arco. El angulo inscrito es igual a la mitad del
angulo central que subtiende el mismo arco.

A

101
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Segmento circular: es cada una de las partes en que se divide un circulo
cuando se traza una cuerda DB. Si la cuerda es un diametro, cada parte sera
un semicirculo,

A

C

5 segmento circular

Sector circular: es la parte del circulo limitada por dos radios y un arco.

Corona circular: es la porcion del plano comprendida entre dos circunfe-
rencias concéntricas (tienen el mismo centro).

102
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Aplicacion

En tu cuaderno, copia los siguientes ejercicios, resuélvelos y compara con
tus companeros:
Utilizando instrumentos de geometria: regla, escuadra, transportador y
compas, realiza las construcciones:
1. Una circunferencia cuyo didmetro mida 7.5 cm.
2. Una circunferencia de radio 7.5 cm y una cuerda de 4 cm.
3. Un angulo central de 50°.
4. Un angulo 65°, inscrito en una circunferencia de 5 cm de radio.
5. Un arco cuyo angulo central es 60°.
6. Una corona circular de 3 cm de ancho en un circulo de 7 cm de radio.

7. Un sector circular correspondiente a un angulo de 120°.

8. Verifica que a un dngulo de 50°, inscrito en un circulo, corresponde con
un angulo central de 100°.

9. En tu cuaderno describe como es cada linea de la circunferencia: radio,
didmetro, cuerda, arco, secante y tangente.

10. Dos poligonos regulares de 5 y de 8 lados.

Entendemos por...

Circunferencia la linea curva cerrada cuyos puntos equidistan de un punto fijo
llamado centro. La circunferencia tiene longitud igual a 2m por el radio.

Circulo aquella superficie plana limitada por una circunferencia. Como el circulo es la
parte interior de una circunferencia, entonces el circulo tiene area.

103
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Diversién matematica
¢Diagonal igual que radio?

Aqui te presentamos un caso en el que debes verificar si una diagonal de ese rectangulo

coincide con el radio del circulo.

| 3 om”

Tomado de: http:/divulgamat2.ehu.es/divulgamat15/index.php?option=com_
content&view= article&id=6143:el-radio-del-culo&catid=113:acertijos&directory=67

Dia a dia

Circulos en los cultivos

Una mafana de 1979, los habitantes de Winchester,
Inglaterra, quedaron asombrados cuando en sus campos

de trigo aparecieron gigantes dibujos circulares. Extrafias
formas, algunas de ellas verdaderas obras de arte, que se
volvieron cada vez mas complejas y numerosas. Después de
esto, figuras similares aparecieron en Alemania, Hungria y
Nueva Zelandia.

Los ufdlogos, especialistas en el fenomeno Ovni, atribuyeron
estas figuras a alguna forma de comunicacion entre seres
extraterrestres y sus naves.

Pasaron 21 afios y nos llenaron de hipétesis descabelladas,
hasta que al fin el misterio se devel6: Doug Bower y Dave
Chorley, 2 aburridos jubilados ingleses, confesaron publicamente
ser los autores de los primeros dibujos. Y los reprodujeron a la
perfeccion mostrando que utilizaban hilos para trazar las formas
y valiéndose de tablas aplastaban las plantas.

La técnica dio origen a una mas reciente camada de artistas
ingleses que en este momento exponen sus maravillas en la
pagina web www.circlemakers.org y hasta las venden para

avisos publicitarios. En Hungria, en cambio, los hacian un
par de adolescentes traviesos.

Hoy, conociendo la técnica, surgen los mas variados dibujos
por todas partes, unos cuantos de ellos con demasiado
humor. Y ya casi ningun ufélogo defiende su origen
extraterrestre.

Tomado de: http://www.webmisterios.com/general/ovni-
circulos-en-los-cultivos.html
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de los sadlidos

Indagacion

Recordemos que volumen es la medida del es-
pacio ocupado por un cuerpo. El volumen de los
cuerpos es el resultado de sus tres dimensiones:
ancho, alto y profundidad.

En escultura y pintura, la manera de tratar la tri-
dimensionalidad (tres dimensiones: largo, ancho y
alto) de las masas.

En escultura, se le llama volumen a una estruc-
tura formal tridimensional, asi como también volu-
men a las partes componentes del todo escultéri-
co, cuando éstas tiene el cardcter de masas.

En arquitectura, se le llama volumen al con-
junto exterior de un edificio, que encierra el es-
pacio interior.

Escribe en tu cuaderno a cerca del volumen, por
ejemplo, cudles objetos de tu casa tienen volumen.
Compara tu trabajo con dos o tres comparieros.

Tema 2 // Areas y voliimenes de los sélidos

Conceptualizacién

Es un poliedro limitado por dos poligonos con-
gruentes y paralelos [lamados bases y varios para-
lelogramos llamados caras laterales.

Los prismas se clasifican segun el poligono que
corresponde a sus bases. Asi, los prismas pueden ser
triangulares, pentagonales, hexagonales, entre otros.

En cualquier prisma se puede calcular el drea
lateral, el drea total y el volumen.

1
1
Bise
1
1
[l
]
1
1
cara hteral
1
cara : cara
lateral 1 laterall
1
!
- " .. -
- -
—"'— [~
Base

Area Lateral (A.)

Es la suma de las dreas de las caras laterales
y corresponde al producto de la altura del prisma
por el perimetro de una de las bases.

A =hP,
Area total (A7)

Es la suma del area de las dos bases y el area
lateral del prisma.
A=A +2A,

Volumen

Es el producto del drea de la base por la altura
del prisma.
V=Agh
105
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Analicemos la situacion siguiente:

Una caja prismatica de base triangular tiene las
dimensiones como muestra la figura.

Queremos conocer su: area lateral, area total
y volumen.

6 cm
5cm

3cm

4 cm

Para calcular el area lateral del prisma se calcula
el perimetro de la base y se multiplica por la altura.

P=3cm+4cm+5cm=12cm

A =h-P,

A, =6cm-12cm=72cm’

Para calcular el 4rea total del prisma, se calcula
el drea de la base.

Luego, se suma el area lateral con el doble del
area de la base.

_ 3cm:- 4cm= 6em’

AB
A, =A, +24,

A, =T72cm® +2-6¢cm’ = 84cm’

Y para calcular el volumen del prisma, se mul-
tiplica el drea de la base por la altura:

V=A,<h

V =6cm*. 6¢cm =36em’

106

Piramide:

\ Altura

Apotema
de la piramide

Apotema
de la base

La pirdmide es un poliedro en el cual una
de sus caras, llamada base, es un poligono y
lasotras caras, llamadas caras laterales, siem-
pre son triangulos que concurren en un vér-
tice comun.

Las piramides se clasifican segin el poligono que
corresponde a su base, en pirdamide triangular,
hexagonal, pentagonal, entre otras. Ademas, una
piramide puede ser recta u oblicua.

Una piramide es recta si todas sus caras latera-
les son triangulos isésceles y es oblicua si alguna
de sus caras laterales es un triangulo escaleno.

En cualquier piramide se puede calcular el drea
lateral, el area total y el volumen.

Area Lateral (A,): es la suma de las areas de las
caras laterales. Asi, si “n” es el niimero de lados de
la base y “A” es el area de una de las caras latera-
les, se tiene que:

A, =nAd

Area total (A;): es la suma del rea de la base y
el area lateral.

A, =A,+4,

Volumen: es la tercera parte del producto del
area de la base y la altura de la pirdmide.

1
V=S4, h)
Ejemplo: calcular el drea lateral y el volumen de

una piramide cuya base es un cuadrado de lado 4
cm. y cuyas caras laterales son tridngulos equilateros.

A
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Para calcular el drea lateral se halla el area del triangulo EBA y se multipli-
ca por el nimero de lados de la base, ast:

Primero hallamos la altura del tridngulo EBA, aplicando el Teorema de Pi-
tagoras, recordemos que la altura va del angulo al lado opuesto y es perpen-
dicular al punto medio:

h= \/(4cm)2 - (20m)2 = \/16cm2 —4em? = \/120m2 =3.46cm

Luego, se calcula el area del tridangulo EBA:

_4cm-3,46cm 13.84 c
2

A, m’ =6.92cm’

Luego se calcula el area lateral, para ello se multiplica por 4 el drea del
triangulo EBA, (la pirdmide tiene cuatro caras, pues su base es cuadrada):

A =n-A
A, =4+(6.92cm>) =27.68cm’

Para calcular el volumen, primero debemos hallar la altura de la piramide,
aplicando el Teorema de Pitdgoras:

AG = \/(3. 46¢cm)’ - (2cm)’ = \/1 1.97cm® —4em® =2.82cm

Por lo tanto el volumen es:

1

V= —(A,h)

w]

1 (16cm?- 2.82cm) = %(45.1 2cm®) =15.04cm’®

V=

w]

Cuerpos redondos: son sélidos limitados por superficies curvas o por su-
perficies planas y curvas. Los principales cuerpos redondos son: el cilindro,
el cono y la esfera.

Cilindro Base

Es un cuerpo redondo limitado por una superfi- /T\

cie curva y dos caras planas circulares. N /

La superficie curva que conforma el cilindro se
denomina cara lateral y las dos caras circulares se Cara
denominan bases. lateral

N

Base
107
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Cara
lateral
Altura del
cilindro
Longitud de la
circunferencia
4cm
Vértice
Altura
Generatriz
Cara
lateral
Base
108

Al efectuar el desarrollo de un cilindro se puede observar
que la cara lateral pertenece a un rectdngulo cuyo largo es
la longitud de la circunferencia que corresponde a la base y
cuyo ancho es la altura del cilindro.

Por tanto, si “h” es la altura del cilindro y “r” el radio de
la base se tiene que:

El area lateral (A,) del cilindro corresponde al area del
rectangulo que representa su desarrollo.

A =(Q2-m-r)h

El &rea total del cilindro es la suma del drea de las dos
bases y el drea lateral.

A, =4, +24, =Q-arh+2-m-r=Q-w-r)h+r)

El volumen del cilindro es el producto del area de la base
por la altura del cilindro.

V=A-h=mr*h

Analicemos el area lateral, area total y el volumen del
cilindro de radio 3 cm. y altura 4 cm.

Se reemplazan las medidas del radio y de la altura en las
expresiones correspondientes al drea lateral, al area total y
al volumen del cilindro.

Luego, se realizan las operaciones indicadas asi:

Area lateral:
A =Q2-w-r)h=2-3.14-3cm - 4cm = 75.36¢cm*

Area total:
A, =Q -mw-r)h+r)=(2-3.14 -3cm)(4cm +3cm) = 131.88cm’®
Volumen:
V=n-r-h=314Bcm?*) - 4cm =113.04cm’

Cono
Es un cuerpo redondo limitado por una superficie curva y
una cara plana circular.

El cono estd conformado por los siguientes elementos:
cara lateral, base, vértice, altura y generatriz.

La generatriz es el segmento que tiene como puntos extre-
mos el vértice del cono un punto de la circunferencia de la base.

La altura es la medida del segmento perpendicular a la
base, cuyo punto extremo es el vértice del cono.

Si simbolizamos con “r” el radio de la base del cono, con
“g” la generatriz del cono y con “h” su altura, se tiene que:

Unidad 2. Geometria



El drea lateral (A;) del cono corresponde al
area del sector circular que resulta de su desarrollo.

A =m-r-g

El drea total (A7) del cono es la suma del area
de la base y el drea lateral.

A=A +A,=m-r-g+m-r’=m-r-(g+r)

El volumen del cono es un tercio del producto
del drea de la base por la altura del cono.

1 1
Ve=-A -h==(z-1*h
38 3( )

Veamos cémo resolver el problema de un cono:

Calcular la medida de la generatriz, el area late-
ral, area total y el volumen de un cono cuyo radio
es 5 cm. y su altura es 6 cm.

Para hallar la medida de la generatriz, se aplica
el Teorema de Pitagoras:

g= \/(6cm)2 +(5cm)* = \/36c‘m2 +25cm?* = \/61cm2 =7,81cm

Luego, se reemplazan las medidas del radio, la
altura y la generatriz para calcular el drea lateral,
el 4rea total y el volumen.

A, =mr-g=3.14-5cm7.81cm =122.617cm’

A =m-r-(g+r)=3.14-5cm-(7.81cm + 5cm) = 201.11cm?

V= %(J‘[ .rih)= %(3.14 -(5¢m)*- 6¢m) =15Tcm’

Tema 2 // Areas y volumenes de los solidos

Esfera

Es un cuerpo redondo limitado por una superficie
curva. Todos los puntos de la superficie de la esfera
equidistan de un punto llamado centro.

La distancia entre un punto de la superficie de
la esfera y el centro se denomina radio.

La interseccion de la superficie de la esfera con
un plano que pasa por su centro se denomina cir-
cunferencia maxima y el circulo determinado por
esta se denomina circulo maximo.

Circunferencia
maxima

Si se representa con “r” el radio de la esfera se
tiene que:

El 4rea de la superficie de la esfera es cuatro
veces el drea del circulo maximo.

AE =4xr?

El volumen de la esfera se calcula mediante
la expresion:

en donde r es el radio de la esfera.

4
VE =§J'L’I’3

Ejemplo: calcular el drea de la superficie de una
esfera y su volumen, si su diametro es 12 cm.

Como la esfera tiene un didmetro de 12 cm, su ra-
dio es 6 cm. Luego se reemplaza la medida del radio
para calcular el drea de la superficie y su volumen.

A, =4m- r’ =4-3.14(6¢cm)* =4-3.14 - 36cm* = 452.39¢m’

V=%Jr- r =%- 3.14- (6¢cm)’ =% .3.14 - 216¢m® =904.32¢cm’
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Aplicacién

En forma individual, resuelve los siguientes ejerci-
cios, en tu cuaderno. Dibuja las figuras que sean
necesarias.

1. Marisol tiene una cajita como muestra la figura.
Ella quiere saber:

6 cm

a) El area lateral
b) El area total
¢) El volumen

2. Un trozo de madera tiene la forma y las medi-
das que muestra la figura.

Calcula: 6 cm
a) El area lateral §
s, o
b) El area total -
¢) El volumen
5Cl‘n 10“\

3. En una empresa de enlatados se utilizan re-
cipientes con forma cilindrica para empacar
arvejas como se muestra a continuacion:

a) ;Cual de los dos recipientes tiene mayor
capacidad?

b) ;En cudl de los dos recipientes se utiliza ma-
yor cantidad de hojalata para su elaboracién?

c) Si en cada recipiente la etiqueta cubre toda
la cara lateral, jen cudl de las dos etiquetas
se utiliza mayor cantidad de papel?

4. Josefa elaboré unos gorritos para una fiesta infan-
til. El disefio y medidas se muestran en la figura.
Calcula:

a) El 4rea lateral
b) El area total
¢) El volumen

Calcula area lateral, area total y volumen de los
cuerpos siguientes:

5.

2cm

5cm

10. Realiza el dibujo y calcula el area lateral, el
area total y el volumen de una caja cubica de
75.25 cm de lado.
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Entendemos por...

Equidistante aquel punto que queda a la misma
distancia de otro. Por ejemplo, el centro de una
circunferencia es equidistante de los puntos de ella.

Diversién matematica
1. Enlasopa de letras siguiente aparecen los nombres
de diez matematicos. Blscalos:

Bolzano, Cauchy, Euclides, Euler, Fermat,
Gauss, Leibniz, Newton, Pitagoras y Taylor.

G|IC/A/U|S E|R|H|U|P
LIA|/PIN|A|F | O|D|R]|I
E/U|/L|E|R|JO|L|Y A|T
u c/ow o|S|Y|U|P A
C/IH N|IT GIAJU S| S M
LIYIA|OIA|ZIW M| IT]|R
Il L|Z|N|T O E|G|B]|E
DIA|L|E|]Il | B/ N|I|Z|F
E|IR|O/ T P| 1T |T|A|E|A
SITA/B|N| 1| Z]O|R|T|N

Dia a dia

Seccion aurea y la Gran Piramide de Gizeh

La gran piramide de Gizeh se construy6 hace 4,500
afios aproximadamente y se incluyo entre las siete
maravillas del mundo, siendo la mas antigua y sin
embargo la (inica que se conserva en la actualidad.

‘}V

Leyendas de todo tipo han acompanado a cualquier
manifestacion de esta cultura fascinante y desconocida:
sus dioses, sus faraones, sus jeroglificos y, por supuesto,
sus increibles templos y construcciones funerarias nos
hablan de grandeza y de misterio. Y de saberes ocultos
celosamente guardados por poderosos sacerdotes.
Entre estos saberes secretos se hallan, cdmo no, los
conocimientos matematicos. Mucho se ha escrito sobre
las matematicas de las piramides, y se pueden leer todo
tipo de fantasticas relaciones numéricas encarnadas en
las formas y medidas de esas enormes moles de piedra.
La cuestion es que efectivamente hay matematicas, y
no hay mas que fijarse en la forma elegida, pero quiza
no tantas como se cree. Veamos un ejemplo de estos
supuestos conocimientos: imaginemos que alguien

Nos muestra el siguiente dibujo, en el que la letra @
representa la seccion aurea.

Segun el historiador griego Herddoto, la Gran Piramide
de Gizeh construy6 de modo que la superficie de una
cara fuese igual a la de un cuadrado que tuviese por
lado la altura de la piramide.

Es decir: el apotema de la piramide, la distancia que va
desde la cuspide de la piramide hasta el punto medio de
una de las aristas horizontales, se eligié de modo que la
superficie de cada una de las caras triangulares fuese
igual al cuadrado de la altura.

Tomado de: http://www.epsilones.com/paginas/t-
historias1.html

Capitulo 2. Cuerpos geométricos
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)
Este capitulo
fue clave porque

Aprendi a calcular el area y el volumen de figuras geométricas como la
piramide, el cono, la esfera y el cilindro.

Comprendi la importancia de aprovechar las figuras geométricas en
maximizar la economia.

Aprendi a utilizar las razones trigonométricas, y su aplicacién en la
resolucién de problemas.

Aprendi el uso de la calculadora en funciones trigonométricas

G J

Conectémonos con
Biologia

Geometria en el cuerpo humano

Poligono. La sangre llega al craneo por dos caminos o dos pares de arte-
rias: las carotidas por delante y las vertebrales por detras. Para evitar que
la obstruccion de una de ellas dafe a un érgano tan importante como el
cerebro, se comunican entre si por otras pequefas arterias que adoptan en
la base del craneo la forma de un hexagono: se trata del poligono de Willis.
Son un muy acertado mecanismo de seguridad.

Triangulo. El tridngulo de Scarpa es bien conocido por los toreros. Tiene
su base en la ingle, y su vértice, hacia abajo, y puede apreciarse bien en la
parte anterior e interna del muslo en las personas delgadas. Su importancia
radica en que por él discurren, muy superficialmente, la arteria femoral, las
venas femoral y safena interna y el nervio crural. Se considera que es uno
de los lugares preferidos por el toro para cornear y sus lesiones pueden ser
extremadamente graves.

Tomado de: http://www.eltiempo.com/archivo/documento/MAM-442258
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Repasemos lo visto

Inicialmente deciamos:

Te has preguntado: ;Qué importancia tiene la geome-
tria en nuestra vida?

Revisamos cémo desde la Antigliedad el ser humano
ha utilizado métodos de medicidén para solucionar sus
problemas de la vida diaria y con el correr de los siglos se
ha constituido la geometria en una ciencia no solo practi-
ca sino con todo un desarrollo tedrico digno de estudiar.

Las construcciones definen el ambiente fisico que ro-
dea al ser humano, y forman parte de la cultura e historia
de cada civilizacién.

Cada construccion se disefa pensando en su funcio-
nalidad, belleza y disposicién de los volimenes, usando
figuras geométricas en su diseno.

No olvidemos que:

Las razones trigonométricas nos ayudan a resol-
ver problemas donde podemos calcular alturas
de gran longitud, sin necesidad de medir dicha
altura.

cO CA CcO 1 1 1
sen=——; CoS=——;. tan=——; seC=—,C8C=—Clg=—
HIP HIP CA cos sen tan

Graficamente, podemos determinar cuando dos fi-
guras son semejantes, por medio del Teorema de Tales.

Es necesario tener presente las férmulas de drea y vo-
lumen de los diferentes sélidos.

Solido | Formula | Grafica
A
rea lateral A, =h.P, ﬁ Base
(cara lateral) ‘
Area total A, = A, +2A4, istora Atura
Prisma ’
Volumen V=A,h 7+ Base
Area lateral A, =nA
Area total A=A, + A,
Volumen 1
Piramide V= §(AB %
Area lateral PR
A, =(2-TT-1h >\r‘>
Area total A=A, 424, =Q2m-h+2-m -1 =2z -r) (h+7) I e ——
Ci|indr0 S Radi
- rao
——
Volumen Ve Ay h=merh o
Area lateral A, =7-rg A
Area A=A, + Ay =m-r-g+m-r’=m-r(g+r)
Cono Total
Volumen 1 1 ,
V=—Ady h=—(n-r>h
35 3 ( )
area total )
A, =417
Volumen A =471
Esfera
V=iﬂ P

Unidad 2. Geometria




114

Secundaria Activa // Ministerio de Educacion Nacional

yuda al guiado en labores agricolas
con elevad o ancho de trabajo me-
diante AGROSAT
Con el aumento en precision de los recep-
tores de posicionamiento GPS, varios han sido
los productos destinados al guiado de tractores
en parcelas agricolas; es un sistema de guiado
cuya caracteristica fundamental es su adapta-
bilidad a parcelas de geometria irregular.

Los sistemas de guiado basados en GPS

En los dltimos 5 afios, han surgido en el mer-
cado productos destinados a la asistencia al
guiado basados en GPS para aplicaciones
agricolas con elevado ancho de trabajo. Su
principal destino ha sido la distribucién de
fertilizantes y la aplicacion de herbicidas en
parcelas cerealistas. En el resto de aplicacio-
nes agricolas como labores de arada, prepa-
racion del terreno, y siembra, estos productos
no aportan ventajas a una conduccién tradi-
cional visual.

El total de productos que actualmente se ofer-
tan en el mercado no supera la docena. Dichos
productos, la mayoria de origen estadounidense,
estdn orientados a trabajar en parcelas grandes
y de geometria regular, e indican al operario el
sentido y la magnitud de lo que tienen que mo-
ver el volante en cada momento para realizar
una pasada paralela a la pasada anterior.

La empresa nacional GMV Sistemas espe-
cializada en la realizacién de proyectos de in-
genieria avanzada y en particular de sistemas
de navegacion por satélite, acaba de lanzar al
mercado su producto AGROSAT.

“Hemos detectado una demanda creciente
de este tipo de productos en el sector, que cada
vez son mas solicitados ya que facilitan la labor
asi como la reduccién de los costes de opera-

cion. Asimismo, se han cuidado al maximo dis-
tintos aspectos en el disefo del producto, como
la adecuacién al tipo de parcelas que se da en
nuestra region y en el territorio nacional, al
tiempo que se ha hecho un esfuerzo importante
por facilitar en lo posible todos los aspectos de
manejo del dispositivo”.

El dispositivo AGROSAT, proporciona presta-
ciones similares a los que ya existen en el merca-
do anadiendo nuevas funcionalidades: se adapta
a parcelas de geometria irregular, en la Figura
1 se muestran los elementos de AGROSAT, asi
como su instalacién en un tractor agricola.

Instalacion de AGROSAT

La instalacién de AGROSAT es extremada-
mente sencilla. Se coloca en el salpicadero
del tractor y dispone de dos entradas; una
toma de corriente de 12 voltios, y el cable de
la antena receptora GPS, que se coloca en la
parte superior externa de la cabina del tractor.

Tomado de: http://www.mappinginteractivo.com/
plantilla-ante.asp?id_articulo=1410)

AGROSAT instalado en el tractor.

AGROSAT
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Los egipcios: primeros topégrafos

Cuando las inundaciones del Nilo dejaban cubier-
tas de fértil limo sus riberas, los egipcios median la
tierra para repartirla entre los cultivadores por me-
dio tridngulos y poligonos; asi naci6 la geometria
(del griego geo = tierra, metron = medida).

Los egipcios ademds formaban a partir de cuer-
das, divididas por nudos de 3, 4 y 5 unidades de
longitud, tridngulos con un dngulo recto exacto.

Fue tal la importancia de su saber geomé-
trico, que a uno de los lados del tridngulo rec-
tangulo (cateto), le Ilamaban “Piremus” de cuyo
nombre se deriva la palabra pirdmide, figura
central de toda la cultura egipcia

Unidad 2. Geometria
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¢En qué vamos?

Reflexiono y trabajo
con mis companeros
Resuelve cada ejercicio en tu cuaderno.

1. Un padre desea dividir el terreno de la figura
entre sus cuatro hijos, pero de tal forma que
a todos les toque la misma forma geométrica.
;Como puede hacerlo?

2. ;Cudl es el angulo que forman las manecillas

de un reloj si son las 12 y 15?

~A /L 60°

[O8)

;Cuanto vale el angulo A?

4. Un arbol proyecta una sombra de 6 m. si los

rayos del Sol forman un dngulo de 70° respecto
al piso, calculemos la altura del arbol.

&5

Segun la figura, calcula:

5. Diagonal a. ' C £
: b|<
6. Diagonal b. P A
-a
. . &
7. Diagonal c. > -

5m

Responde las preguntas 8, 9 y 10 a partir de
las siguientes figuras:

C
36 30

A B D
22 1

. Respecto al triangulo ABC es falso afirmar que:

a) es un triangulo escaleno.
b) sel mayor de sus angulos es el dngulo ABC.
) es un triangulo isésceles.

)

C
d) el menor de sus angulos es el dngulo ACB.

. Es posible afirmar que el triangulo ABC es

semejante al tridngulo DEF porque:

a) poseen la misma forma y orientacion

b) sus lados correspondientes son proporcionales.

c) cada lado de ABC es mayor que cada lado
de DEF.

d) cada lado de ABC es menor que cada lado
de DEF.

10. Para el dngulo DFE se verifica que.

A. es congruente con LCAB
B. es congruente con £ FED
C. es congruente con ZACB
D. es congruente con ZFDE

Unidad 2. Geometria



Le cuento a mi profesor

Con tu profesor, resuelve la siguiente rejilla.
Lee el enunciado y sefala con una x la categoria correspondiente, segin lo
que has aprendido.

Qué sé hacer | Superior | Alto | Basico | Bajo
Calculo el area lateral, total y el volumen de un prisma.

Calculo el area lateral, total y el volumen de una piramide.

Calculo el area lateral, total y el volumen de un cono.

Calculo el area lateral, total y el volumen de una esfera.

Calculo el area lateral, total y el volumen de un cilindro.

Resuelvo problemas que involucran el calculo de areas o volimenes
de sélidos.

Resuelvo triangulos rectangulos utilizando razones trigonométricas.

Aplico las razones trigonométricas de angulos de 30°, 45°, 60° en la
resolucién de tridngulos rectangulos y problemas asociados con éstos.

Resuelvo problemas practicos por medio de triangulos rectangulos.

Encuentro las razones trigonométricas de un angulo cualquiera.

Utilizo la definicion de semejanza para determinar si dos figuras son o
no semejantes, utilizando el Teorema de Tales.

Autoevaluacion

Participo y aprendo | Superior | Alto | Bésico | Bajo
Participo de manera activa en clase, formulando o respondiendo
preguntas.

Aplaudo las actitudes creativas que inviten a buscar nuevas soluciones a
situaciones problematicas.

Participo activamente en los grupos de trabajo.

Comparto mis saberes y dudas con mis compafieros.

Fomento la disciplina dentro del grupo.

Permito la libre discusion.

Propongo problemas o actividades para resolver en clase.

Repaso en casa lo suficiente, sobre lo aprendido en el colegio.
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Funciones: Lineal, cuadratica,
exponencial y logaritmica, y
sistemas lineales

Resolvamos

Te has preguntado: {Qué importancia tienen
las funciones en nuestra vida?
Cuando un cuerpo se ve primero en un lugar y lue-
go en otro, es légico decir que se desplaza; pero
si no se observo en cada instante ese cambio de
posicion, es dificil saber qué tan rapido lo hizo.
La velocidad es el cambio de posicién en un
tiempo determinado.
La aceleracién es el cambio de velocidad en un
tiempo determinado.

En la vida diaria, conocemos diferentes movi-
mientos: cuando caminamos, cuando vamos en un
vehiculo, cuando montamos a callo, etc.

Todas esas actividades pueden analizarse mate-
maticamente a través de andlisis de variables que
constituyen las funciones y son el objeto de estu-
dio de esta unidad




Referentes de calidad

Capitulos

Identifico relaciones entre propiedades de las gréficas y propiedades de las
ecuaciones algebraicas.

Construyo expresiones algebraicas equivalentes a una expresion algebraica dada.

Uso procesos inductivos y lenguaje algebraico para formular y poner a prueba
conjeturas

Modelo situaciones de variacién con funciones polinémicas.

Identifico diferentes métodos para solucionar sistemas de ecuaciones lineales.

Analizo los procesos infinitos que subyacen en las notaciones decimales.

Identifico y utilizo diferentes maneras de definir y medir la pendiente de una curva
que representa en el plano cartesiano situaciones de variacién.

Identifico la relacién entre los cambios en los pardmetros de la representacion
algebraica de una familia de funciones y los cambios en las graficas que las
representan.

Analizo en representaciones gréficas cartesianas los comportamientos de cambio
de funciones especificas pertenecientes a familia de funciones polinémicas,
racionales, exponenciales y logaritmicas.

Funciones y ecuaciones
lineal y cuadratica
Funciones Exponencial
y logaritmica




Capitulo 1

Funciones lineal y cuadratica

Pedro tiene un galp6n y ha registrado la relacion
existente entre el nimero de aves y racion de co-
mida, en libras, por ave.

N° de
libras 4

20 A
16 +

A

En graficas como ésta puedes encontrar la infor-
macion que da respuesta a algunas preguntas como:

Si en el corral hay 6 aves, ;Cuantas raciones de
comida le corresponden a cada una?

Si a cada ave le corresponden dos raciones de
comida, ;Cuantas aves hay en el corral?

Si hay 10 aves, ;Cudntas raciones de comida le
corresponden a cada una?

N° de aves

(& J

Diagrama

Una linea recta

- I ~N
(is se expresa mediante puede ser
in
i Y =
La relacion de A en s expresa
B en la que a todo
elemento de A le Vermx como
corresponde un Gnico
elemento de B. Algunas son

120

Ax+By+C=0

M es la pendiente)
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Tema 1. Funciones y ecuaciones lineales

Indagacion
¢Mi velocidad de crecimiento y mi
peso estan relacionados?

Las tablas de crecimiento son cuadros de medidas
que permiten valorar y comparar el crecimiento de
nifios, jovenes y adultos en relacién con un grupo
estandar. Las tablas de crecimiento aceptadas a nivel
nacional se basan en datos de mediciones recopila-
dos por el Centro Nacional de Estadisticas en Salud.
Los parametros que se miden, principalmente en
ellas son la estatura y el peso.

En los nifos y jévenes deportistas es especial-
mente importante hacer un seguimiento perma-
nente de los cambios de peso y estatura. Esto se
realiza mediante la elaboracion de las curvas de
crecimiento y aumento de peso, elaboradas por los
médicos y nutricionistas, las cuales se basan en las
tablas y graficas de crecimiento del Instituto Co-
lombiano de Bienestar Familiar (ICBF). Analicemos
la tabla siguiente:

Edad (anos) Estatura (cm) Peso (kg)
10-11 6 4

11-12 6.5 5

12-13 6.5 5

13-14 7 5

14-15 6 6.5
15-16 4 5.5
16-17 3 4

17-18 1.5 3

1. Qué sucede con el peso de un adolescente a
medida que aumenta su edad?

2. Qué sucede con la estatura de un adolescente
a medida que aumenta su edad?

3. Identifica la variable independiente y la varia-
ble dependiente de la tabla anterior.

4. Entre qué edades se espera que un adolescente
crezca mas rapido?

Funcién (f) a la relacién entre un conjunto dado X (Ilamado dominio) y otro
conjunto de elementos Y (llamado codominio) de tal forma que a cada ele-
mento x del dominio le corresponde un Gnico elemento f{x) del codominio
(los que forman el recorrido, también llamado rango o ambito).

Capitulo 1. Funciones lineal y cuadratica
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Conceptualizacién

Observa la siguiente grafica y con tus compafieros
de grupo resuelve:

2 200
£ 19 1. ;Cudl es el limite minimo de la frecuencia del
5 138 pulso para una persona de 20 anos?
8 160 [
S [~ . s . s . .
5 128 — 2. ;Cudl es el limite maximo de la frecuencia del
2 130 ] pulso para una persona de 20 anos?
2 120
- 1(1)3 3. ;Cudl es el limite maximo de la frecuencia del
§ 9 pulso para una persona de 45 anos?
2 80
r 70 p o . .
"0 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 4. ;Cual es el limite minimo de la frecuencia del
Edad (afios) pulso para una persona de 50 anos?
Representacioén grafica de funciones
Analicemos las situaciones siguientes:
Dada la funcién: y = 2x, ésta puede representarse en el plano cartesiano, asi:
Escribimos la expresién algebraica es y =2x, construimos una tabla de
valores y después graficamos.
Tabla de valores Gréafica y=2x
Y
X y (x,y) A
2 4 (2,4)
1 2 13,2
0 0 (0,0) P I
-1 2 |(1,-2) :
2 | 4[24 sty |
PY P
-4 -2 N
l < — b > X
Se va dando valores arbitrarios a x 12
A -2
Se calcula el valor de y reemplazando x en y =2x -4
Se escriben las parejas o puntos (x, y) e / A
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Tema 1 // Funciones y ecuaciones lineales

Toda funcién se puede representar por:  Una expresion algebraica
Una tabla de valores
Una grafica

La ecuacién lineal es de la forma ¥ =ax+b

. . y
Para graficar una ecuacién de la forma y = ax + b, se cons- A
truye una tabla dandole valores a x y determinamos los 8
valores de y. Senalamos dichos valores en un plano car- 6
tesiano y graficamos. (Minimos se necesitan 2 puntos para .
trazar una gréfica).
Analicemos la siguiente ecuacién /
y=3x+2 D ra— - 1 2 7> x
-2
x | 0 | 1 | 2 |1 4
y | 2 [ 5] 8 [ -
: . . -8
Si la ecuacién no estd de la forma: , se puede encontrar

de la forma general: A\
Cémo se grafican estas ecuaciones?
Buscamos las intersecciones con los ejes x e y.
Para determinar la interseccion con el eje y, le damos el 8
valor de 0 a x, y despejamos y

6
Asi por ejemplo:
4
3x =6y -12 , si x=0, entonces (©.2) /
3.0=6y-12, (ﬁg,//”’)
0 =6y-12 </£i -2 4 6 > x

12 = 6y 2
2=y. 4
La interseccion con el eje Y, ocurre en el punto (0,2) °
Para determinar la interseccion con el eje x, le damos el -8
valor de 0 a y, y despejamos x 4
3x=6y-12

si y=0, entonces, 3x = 6(0) - 12

3x = 0-12
3x= -12

X=£:-4
3
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La interseccion con el eje x, ocurre en el punto (-4,0).
La grafica de la ecuacion de la forma x = a, serd una recta
vertical paralela al eje y
Representemos la ecuacion x = -3
Para cada valor de y, x siempre serd = -3:

( _3/0); ( _3/‘I ); ( _3/2)/ ( _31_1 )/ ( _31_3);

La grafica de la ecuacion de la forma y = b, dara una recta
vertical paralela al eje x
Representemos y =2

Para cada valor de x, y siempre serd = 2

Aplicacion

En forma individual, realiza los ejercicios siguientes y des-
pués compara tu trabajo con el realizado por tus compafieros.

Para cada una de las funciones siguientes, completa la
tabla de valores y realiza la gréafica correspondiente

1. 2x =y Esta funcién puede escribirse como y = 2x

Unidad 3. Funciones: Lineal, cuadratica, exponencial y logaritmica, y sistemas lineales



Tema 1 // Funciones y ecuaciones lineales

2. y=-2x+5 1.

4. Si3y=-6entonces y=

X 0 0.5 1 -1 -2 €

5. 2x+1=6 13
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T4 6. 2X

Il
[e)]

7. En las 10 primeras semanas de cultivo de una planta, que media 2 cm,
se ha observado que su crecimiento es directamente proporcional al
tiempo, viendo que en la primera semana ha pasado a medir 2.5 cm.
Establece una funcién a fin que dé la altura de la planta en funcién del
tiempo y representar graficamente.

x (semanas) 1 2 3 4

y (crecimiento encm) | 2.5¢m

Funcion:

Escribe la expresion algebraica que se encuentra representada en cada plano cartesiano:

8. A
y 10.
"l
-2
yde
— e
4-2 14
4.4
° ° ° ° 4o
46
A 4 ( t t )
4 2
+4-2
A
9. y__ +4-4
-+ -6
40
1 > \4
-2
-4
4.6
126 A\ 4
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Tema 1 // Funciones y ecuaciones lineales

Pendiente de una recta
La siguiente grafica representa el crecimiento de un arbol durante un afo.
Altura
encm En la grafica observamos que cada pe-
dazo tiene su propia inclinacioén.
Ahora contesta:
sEn cudles meses se produjo el mayor cre-
cimiento del arbol?
sFue uniforme el crecimiento del arbol?
;En cudles meses se produjo el menor
crecimiento del arbol?

EFMAMJJASOND

Para ver qué tan inclinada estd una recta, es decir, “qué
tan pendiente” esta una recta, procedemos asi:

Tomamos dos puntos de ella, por ejemplo los puntos
P(2,3) y Q(4,6). En el tridangulo rectangulo que se forma, es-
tablecemos la razén entre sus catetos opuesto y adyacente

al dngulo Py la [lamamos m. 15
Esto es: 6-3
- —+4
m=072_3 5
4-2 2 B A .
2 /142,
En general, si llamamos (x,.y,) a Py (x,.y,) a Q, | ' .
, 1
< Lt Ve g Yy
Estoes: (x,y,) =P y (x,y,)=Q, < 4 _3' - i/ 1 23 )
Y=y 1!
expresaremos la pendiente m==—2——=1 4.5
Y=

La pendiente m sirve para determinar la ecuacion de
la recta.

;Cudl es la ecuacion de la recta que pasa por los puntos
P2,3) y Q(4,6)?

Y27¥,
-~ /
XZ Xl

m=

Hemos dicho que: de donde podemos

decir que m(x,-x,) = (y,-y,)
3

yz_yl 6-—
X, X, 4 —

Sabemos que m = -

\S)
N | W

Reemplazado un punto de la recta, por ejemplo P(2,3) y

3 en m= pEwi

= tenemos:
2 X,-X,

_ y2'3 .
x2-2

m=

3
2
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Y A 3x +2y =0
: 0
Por la ley fundamental de las proporciones $6-----
nos queda: s I
3(x,-2)=2(y,-3) I
3%,-6 =2y,-6 ™ o/ |
3x,- 2y, = - 6+6 3, |
3x,-2y, =0 ! :
1
Que podemos escribir como: 3X,-2y, =0 <+ —————> X
’ o 4-32-/1 12345
;-2
4 )

La ecuacion de la recta dados: su pendiente m y un puntos (x1 —y1) es
y —y1l = m(x —x1) y se conoce con el nombre de ecuacién de la forma
punto pendiente.

En general, la ecuacién de la recta que pasa por el punto (x, y) y tiene pen-
diente m es: y = mx + b en donde m = es la pendiente y b= es el punto de
interseccion de la recta con el eje Y

(& J

Sobre el plano cartesiano, la pendiente muestra el desplazamiento tanto ver-
tical como horizontal

Para representar las rectas, primero se ubica el punto dado y a partir de alli, se
realizan los desplazamientos horizontal y vertical que indique la pendiente, asi:

YA
YA
41
\ -5 desplazamiento vertical 1
m I —
St T 2 desplazamiento horizontal 4
24
T g desplazamiento vertical
1+ =
5u 1 2 desplazamiento horizontal
<« —> X
1 4 114
11 3 Unidades arriba
<« > X
24 -1 2 Unidades derecha
-1
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Posiciones de dos rectas en el plano

1. Paralelas: Si dos rectas tienen la misma pendiente, entonces son paralelas.
Y,

Analicemos si las dos rectas: y =3x + 1 y 2y = 6x + 4 son paralelas.

La pendiente de larecta y=3x+1es m =3 15
Ahora, veamos como es la pendiente de la ecuacién 2y = 6x + 4.
Despejando la incégnita y tenemos: F2

y=3x+1

y=6x+4=6_x+ﬂ:6—x+ﬂ:3x+2 2y =6x+4 V 1
2 2 2 2 2 /

Como 2y = 6x + 4 es equivalente a y= 3x+2 ) B X

y su pendiente es m, = 3, concluimos son paralelas.

Perpendiculares: Si la pendiente de una es el reciproco negativo de la otra, lo
cual significa que dos rectas son perpendiculares si su producto es -1.

Analicemos si las dos rectas: 3y +2x = -1y 2y -3x = -1 son perpendiculares.
y

-2
De la ecuacién 3y +2x = - 1 tenemos: y = ?x-l,

luego su pendiente es m, = _? 3y + 2=
De la ecuacién 2y -3x = -1 tenemos: y zgx-l ,

: 3 ) ‘ .
luego su pendiente es m, = > 3 g 1 > x
Por lo tanto: m, - m, = _—sz =-1 1.

Concluimos que las rectas 3y +2x = -1y 2y -3x = -1 son perpendiculares.
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Sistemas de ecuaciones lineales con dos incégnitas
Cuando tenemos un sistema de dos ecuaciones, cada una de ellas con dos incégnitas (x,y u
otras letras), puede ser que al graficarlas nos resulten:
Paralelas, lo que significa que no tienen puntos comunes, entonces no tienen solucion.
Intersecantes en un punto es decir que se corten en un punto y ese punto es la solucién de
ellas porque nos da el valor para cada incégnita.
Que coincidan en todos los puntos, entonces son la misma ecuacion y tendran infinitas
soluciones.
Existen varios métodos para la solucionar un sistema de ecuaciones lineales con dos incog-
nitas y pueden utilizarse cualquiera de ellos, pero no olvides siempre verificar su solucién.
Estos métodos son: Gréficamente, por sustitucion, por igualacién o por reduccion.

Graficamente o método grafico
En la compra de un cuaderno y un lapicero se pagan $8,000, ;cudl es el precio de cada articulo,
si la diferencia de ambos es de $2,000?
Seguramente puedes dar una respuesta inmediata.
Organicemos lo datos:
Cuaderno = x Precio del cuaderno
Lapicero =y Precio del lapicero
Las ecuaciones son:
X +y = 8,000 (Ecuacion 1)
X —y = 2,000 (Ecuacion 2)

Estas dos ecuaciones son las que representan la situacion del problema.
Las ecuaciones 1 y 2 forman un sistema de ecuaciones de primer grado, Ilamadas también
ecuaciones simultaneas de primer grado con dos incégnitas.
Analicemos cémo se resuelve el sistema de ecuaciones que representan la situacién del pro-
blema, por método gréfico:
x +y = 8,000
x-y=2,000

Despejando la y de la ecuacién 1 se tiene: y = 8,000 — x
Despejando a y de la ecuacién 2 se tiene: —y = 2 000 — x , es decir, y = - 2,000 + x

Para efectos de tabulacién y de grafica vamos a adoptar una escala de 1:1,000, es decir cada
valor de las parejas representa unidades de mil y cada punto de las rectas en el grafico también
representa miles.

Tabulando estas dos expresiones con x= 1000, 2000, 3000, 4000, se obtiene:

Tabulacién de la ecuacion 1 Tabulacién de la ecuacion 2
y = 8,000 - x y =x-2,000
117 A(1,7) 11-1 F(1,-1)
216 B(2,6) 210 G(2,0)
35 C(3,5) 301 HG3,1)
44 D(4,4) 412 1(4,2)
130 5(3 E(5,3) 5]3 J65,3)
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Localizando los puntos A, B, C, D, E, F, G, H, I y J en el plano cartesiano, tenemos:

7 _______
61 Gréfica de la ecuacion (1)
—_ C
g 5]
£ o
c 4
G E
3t <“— Punto de interseccion (5,3)
21 |
1 H‘"\\Gré a de la ecuacion (2)
< t t t > X

2 A1 12 3 4 5 6 7
11 E (en miles)
-2

Observemos que las gréficas de las ecuaciones se cortan en un lugar que
corresponde a los puntos E y J; por lo tanto, las coordenadas de dicho punto son

x=5y y=3.
Como 5y 3 representan miles, entonces la solucién al problema es: x = 5,000;
y = 3,000.

En el sistema que representa la situacién del problema, se sustituyen las dos
variables por los valores hallados, para comprobar que la solucién es correcta.

Reemplazamos en la ecuacion 1:

x +y=38,000
5,000 + 3,000 = 8,000
8,000 = 8,000

Reemplazamos en la ecuacion 2

x -y =2,000
5,000 - 3,000 = 2,000
2, 000 = 2,000

De acuerdo con lo anterior, el precio de cada articulo es: Cuaderno: $5,000
y lapicero: $3,000

De esta forma, se dice que el sistema es compatible o consistente, cuando en
las graficas se cortan las rectas en un punto de interseccion.
Concluyendo, podemos decir que:

El método grafico consiste en trazar la grafica que corresponde a cada
ecuacion, en el plano cartesiano, determinar el punto en que se cortan
dichas graficas, que es su solucion y que pertenece simultdneamente a las
dos rectas trazadas. 131
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Método de Sustitucion

En la mesa O se sirvieron 3 jugos de frutas y 2 limonadas y se pagaron $13 500.
En la mesa O se sirvieron 2 jugos y una limonada, la cuenta fue de $8 500.
sCudl es el valor de un jugo y cudl el valor de una limonada?

Haz algunos tanteos sucesivos, antes de proceder con lapiz y papel y lla-
ma j al jugo y I a la limonada.

La ecuacion para la mesa @ es: 3 j+2 1= 13,500 Ecuacion 1

La ecuacion para lamesa @ es: 2 j+11= 8500 Ecuacién 2
Despejamos la incégnita | en Ecuacién 2: | =8 500 -2 j
Reemplazamos o sustituimos en Ecuacién 1 el Ahora reemplazamos el valor de j en Ecuacién 1:

valor encontrado para |
3j+21=13,500

3j + 2(8,500 — 2j) = 13,500 3(3,500) + 2 | = 13,500
3j+ 17,0004 j = 13,500 7,000 +2 | = 13,500
3j—4j=13,500- 17,000 21=13,500 - 7,000
—j=-3500 2 1=6,500
j=3,500 | = 6,500 + 2
| =3,250
- N

El procedimiento general del método de sustitucion consiste en:

1. Despejar una variable en funcién de la otra, en alguna de las dos
ecuaciones.

2. Sustituir la variable despejada en la otra ecuacion.

3. Resolver la ecuacion resultante, y encontrar el valor de una variable.

4. Sustituir el valor hallado en cualquiera de las ecuaciones originales del
sistema, para encontrar el valor de la otra variable.

5. Comprobar en ambas ecuaciones los valores encontrados.
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Método de igualacién
Analicemos la situacién siguiente:

Isidro y Juan sembraron maiz en parcelas contiguas. Si juntas miden 860 m?
de area y la parcela de Isidro mide 120 m> mds que la de Juan, jcudl es el area
de cada parcela?

Solucion:
Se simbolizan las incégnitas con variables:

= area parcela de Isidro
area parcela de Juan

X
y
Planteando el problema por medio de un sistema de ecuaciones se tiene:

X +y =860
x=y+ 120

Si se despeja en ambas ecuaciones la misma incégnita, se tendra:
x=860—yx=y+120

Como el primer miembro en ambas ecuaciones es el mismo, en este caso
es x, se igualan los segundos miembros y se halla el valor de una incégnita.

x =860-y De aqui concluimos que 860 -y =y + 120
x=y+120 860-120=y +vy
740 =2y
y =370

Al sustituir el valor de y en alguna de las dos ecuaciones se encuentra el
valor de la otra incégnita.

x=y+120
x =370+ 120
x =490

Por tanto, la parcela de Isidro mide 490 m? y la de Juan 370 m?.

Al comprobar los valores encontrados en las dos ecuaciones, se tiene:

X +y =860 x=y+120
490 + 370 = 860 490 =370 + 120
860 = 860 490 = 490
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El procedimiento general del método de igualacién consiste en: )

1. Se despeja en ambas ecuaciones la misma incégnita.

2. Se lgualan los segundos miembros y se halla el valor de una incégnita.

3. Se sustituye este valor en alguna de las ecuaciones para hallar el valor
de la otra incégnita.

_ 4. Se comprueban los valores encontrados en las dos ecuaciones.

J

Por reduccién o cancelacion
Solucionemos el sistema de ecuaciones: X+2y=10
X+y=-1

Se observa en el sistema anterior que las x son simétricas, por lo cual es posi-
ble sumar ambas ecuaciones y eliminar dicha literal.

x+2y=10
X+y=-1
0+3y=9

dividiendo por 3 ambos miembros de la igualdad 3y = 9, obtenemos y =9
Sustituyendo el valor de y en una de las ecuaciones, se puede obtener el valor de x:

Xx+2y=10
x+23)=10
X+6=10

X+6-6=10-6=4

Comprobamos sustituyendo ambos valores en la segunda ecuacién:

-X+y=-1
-4+3=-1
-1=-1

El procedimiento general del método de reduccién o cancelacién consiste en:

1. Eliminar una de las dos incégnitas por me- 2. Sustituir el valor encontrado en una de las
dio de la suma o resta de las ecuaciones. ecuaciones.
134 3. Comprobar los resultados en la otra ecuacion.
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Aplicacién

Copia los ejercicios siguientes en tu cuaderno, resuélvelos y compara tus res-
puestas con algunos companeros.
Resuelve por el método gréfico:

1. Un joven compré 2 conejos y un pollo, pagé por ello $ 35,000. Otro jo-
ven adquirié 1 conejo y 3 pollos y le cobraron un total de $ 35,000. ;Cudl
era el precio de cada conejo y de la gallina, si los objetos eran idénticos?

2. )J4x+3y=2
-3x =2y =-1

Resuelve por el método de sustitucion:

3. Maria vende pollos en el mercado. Los pollos pequefios los vende a $ 12
000 y los més grandes a $20 000. Al finalizar el dia habia vendido un total
de 9 pollos y recaud6 $ 140 000. ;Cuantos pollos de cada tamafo vendié?

4. J2x+y=9
X—-y=3

Resuelve por el método de Igualacion

5. Pedro y Armando empacan fruta en cajas. Las cajas de pera deben pesar
25 kg y las de manzana 40 kg; al terminar su turno han empacado entre
los dos un total de 25 cajas con un peso de 790 kg. ;Cuantas cajas de

pera empacaron y cuantas de manzana?

6. J8x-3y=7
8y-3x=18

Resuelve por el método de reduccion

7. ox -4y =12
3x+y=9

8. Juan compré 2 lechugas y una papaya, pagé por ello $ 10,000 y Luis
compré 1 lechuga y 1 papaya iguales a las de Juan, en $ 6,000. ;Cudnto
cuesta cada lechuga y cada papaya?
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Resuelve por el método que td
quieras

. Una pita de 49 cm de largo se fija a

tres clavos como

lo indica el dibujo. Los clavos Ay B
estan separados 35 cmy el clavo C se
colocé para tensionar la pita y formar
en A un angulo recto. Asi se tiene
que el triangulo ABC es rectangulo.
Calcula las longitudes AC y BC.
Pista: Utiliza el teorema de de Pi-
tagoras.

Ademas tu sabes que: y2 — x2 = (y
+X) (y = x)

35cm
A mem
¢
lX—I—l =6
3
2
x+=y=16
3}’

Diversién matematica

Ndmeros narcisistas

El namero 153 tiene la propiedad de ser igual a la suma de los
cubos de sus cifras, asi:

13+ 5%+ 3 =1 + 125 + 27 = 153. Esta propiedad también la
cumplen: 370, 371y 497. Compruébalo.

Entendemos por...

Rectas paralelas aquellas que nunca se
cortan. Las lineas rectas que tienen la misma
pendiente son paralelas.

Rectas perpendiculares aquellas que
se cortan formando cuatro angulos rectos.
El producto de las pendientes de dos rectas
perpendiculares es igual a -1.

Dia a dia

El sonido es cualquier fendmeno que involucra la propagacion en
forma de ondas elasticas audibles o casi inaudibles, a través de un
medio elastico que genera el movimiento vibratorio de un cuerpo.
La propagacion del sonido implica transporte de energia en forma
de ondas mecanicas que se propagan a través de la materia solida,
liquida o gaseosa.La velocidad de propagacion del sonido varia
dependiendo de los cambios de temperatura del medio a través del
cual viajan las ondas sonoras.

Por ejemplo, sobre una superficie nevada, el sonido se desplaza
atravesandograndes distancias, debido a las refracciones
producidas bajo la nieve. Cada capa de nieve tiene una
temperatura diferente. Asi las capas mas profundas donde no llega
el sol, estan mas frias que las superficiales, y por tanto, en estas

el sonido se propaga con menor velocidad.En el aire, la velocidad
del sonido a una temperatura de 20°C es de 343 m/s, en tanto

que a 0°C, la velocidad es de 331 m/s, y por cada grado que se
incremente la temperatura del aire, la velocidad del sonido aumenta
0,6 m/s.

Tomado de Supermat Matematicas 7-Ed. Voluntad
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Tema 2. Funciones
y ecuaciones Cuadraticas

Indagacion

Analicemos la situacion siguiente:
La trayectoria de un proyectil, ;Es una ecuacion de segundo grado?

Proyectil lanzado

con velocidad

diferente de cero y bajo
la accion de g

o
o —_—

La descripcion de la trayectoria de un proyectil desde su salida hasta el
punto en donde toca al suelo, fue uno de los grandes problemas de la inge-
nieria militar medieval.

En la edad Media se creia que los proyectiles ascendian oblicuamente hasta
que se gastaba su provisién de impetus, una especie de fuerza que le imprimia
la pélvora a la bala. Agotado el impetu, el proyectil caia perpendicularmente al
suelo.

Esta teoria del movimiento entraba en descuerdo con la observacion: los
proyectiles parecian describir una curva y no una linea quebrada.

La moderna teoria del movimiento, que aparece con Galileo, debe muchos
de sus logros al problema del movimiento del proyectil.

Desde el siglo XVII se sabe que la trayectoria de un proyectil es una curva
de segundo grado.

A partir de entonces, muchos de los problemas relacionados con estas tra-
yectorias se resuelven usando Ecuaciones Cuadraticas.
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Conceptualizacién

Existen problemas que se modelan con una ecuacién lineal o con un siste-
ma de ecuaciones lineales o con una ecuacioén cuadrdtica, [lamada también
ecuacion de segundo grado.

Ejemplo: Se sabe que el cuadrado de un nimero es igual al doble de
dicho ndmero.
;Coémo expresas el cuadrado de un ndmero cualquiera?

;Como expresas el doble de dicho ndmero?
Si llamamos x al nimero, entonces llamaremos x* al cuadrado de x .

Si [lamamos x al nimero, entonces llamaremos 2x al doble de x.

Como en nuestro ejemplo estos dos valores son iguales, entonces, la ex-
presion matematica que representa esta situacion serd x* = 2x

Igualando a cero, es decir, restando 2x a ambos lados de la igualdad tene-
mos: X —2x =2x-2x

Por tanto resulta: x> —=2x=0

Esta expresion es una ecuacién de segundo grado, ya que el exponente
mayor de x es 2.

La forma general de la ecuacién completa de segundo grado es
2
ax"+bx+c=0
en donde x es la incognita, a,b,c son las constantes, ax’ es el término
cuadrdtico, bx es el término lineal y ¢ es el término independiente.
Ejemplos de ecuaciones de segundo grado son:

1. x*+3x-15=0

C4x*-7=0

No

3. 3x*+4x=0
4. x*+5x=18 equivalea x*+5x-18=0
5. 3x?=-19
Una ecuacién que tiene todos sus términos se [lama completa y si le falta

alguno se llama incompleta. Asi, en los ejemplos anteriores, las ecuaciones:
138 1y 4 son completas y las ecuaciones 2, 3 y 5 son incompletas.
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Solucién de ecuaciones cuadraticas completas
Analicemos la situacién siguiente:
Andrea es 4 anos mayor que Juan. Si el producto de sus edades es 45,

scudl es la edad de Juan?

Solucién:

Supongamos que x es la edad de Juan.

Como Andrea es 4 anos mayor, entonces su edad podemos representarla
con la expresion x +4.

Ademas, el problema plantea que el producto de las edades de Andrea y
Juan es igual a 45, por tanto escribimos: x (x +4) =45

Lo que equivalea: x (x )+ x (4)=45

x2+4x =45

Veamos como la factorizacion es una buena estrategia para encontrar las
raices de una ecuacién de segundo grado.

Igualamos a cero: x2 + 4x -45=0

Factorizamos la expresion de la izquierda, ( x + ) ( x - ) buscando dos
nimeros que multiplicados den 45 y que restados den 4.

Entonces nos queda: (x +9)(x -5)=0

Para que el producto de los dos paréntesis sea 0, uno de los factores debe
ser 0, o los dos.

Si(x +9)=0, yatienes una solucién: x =-9

Si(x -5)=0, entonces, x =5

Como x representa la edad de Juan, y esta debe ser un nimero positivo,
entonces descartamos el valor de x = -9 y aceptamos el valor de x = 5.

Por tanto, concluimos que la edad de Juan es 5 afos y la edad de Andrea
es x +4 =9, es decir 9 anos.
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Solucién general de la ecuacién cuadratica
Una ecuacion cuadratica puede resolverse por diferentes métodos de acuerdo
con sus caracteristicas.

Es interesante llegar a una expresion que permita resolver cualquier tipo
de estas ecuaciones.

Recuerda que la expresién general de la ecuacion cuadratica es:
ax’ +bx+c=0

En donde: x es la incognita, a es el coeficiente del término cuadratico, b
es coeficiente del término lineal y ¢ es el término independiente.

Las ecuaciones cuadraticas pueden resolverse por los métodos de: factori-
zacion, despeje y por férmula general.

Dada la ecuacién general ax’+bx+c=0 podemos solucionarla con

la férmula
B —bi\/b2 -4ac
2a

Esta expresion para x, nos posibilita encontrar las dos soluciones o raices

de la ecuacion.
—b+\/b2 —4ac

Una solucion es: x =

2a
Jn2
y la otra solucién es x = —b-Nb" ~dac
2a

Aplicar la férmula general es reemplazar a, por los valores que tiene
la ecuacion.

Ejemplo: Resolver la ecuacion x*=2x+1=0

Solucion:
Comparando la ecuacién dada con la ecuacién general tenemos:

ax* +bx+c=0

Vool
Ix?=2x+1=0

Es decir que a=1 b=-2 c=1

—bi\/b2—4ac

2a

_(_2)1\/(_2)2_4(1)(1) =2im =2¢\/5=2:0

2 2

Reemplazando esos valores en la férmula general x =

Tenemos: x =
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Significa que X =——
2

En este caso x=1

Solucion de ecuaciones
cuadraticas incompletas:
Las soluciones o raices de una ecuacioén son los va-
lores de las incégnitas que la satisfacen.

Las ecuaciones de primer grado con una incog-
nita admiten una sola solucién o raiz.

Las ecuaciones de segundo grado tienen siem-
pre dos soluciones o raices, porque existen dos va-
lores de la incégnita que satisfacen a la ecuacion.

Volvamos al ejemplo del problema inicial, que
dice que el cuadrado de un nimero es igual al do-
ble de dicho ndmero.

Observa el procedimiento a seguir para re-
solverlo.

Tenemos que la ecuacién es x*-2x=0

Para saber cudl es el valor de x factorizamos
sacando el factor comin y queda:

x(x—2)=0

Tenemos dos factores cuyo producto da cero,
significa que cada uno de ellos es igual a cero

Entonces x=0 o x-2=0
Una solucién es x=0 vy la otra solucion es:
x-2=0

x=0+2

—2=1 0o X=——
2
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Comprueba que el nimero que elevado al
cuadrado es igual al doble de él puede ser 0 o
también 2, es decir, hay dos valores que satisfa-
cen la ecuacion.

Representacién grafica de la
funcion cuadratica
Las ecuaciones cuadréticas llamadas también de
segundo grado, tienen representacion en el plano
cartesiano.

A la ecuacién cuadritica -3x*+6x=0, le

correspondiente la funcién cuadratica y = -3x* + 6x

En la ecuacion cuadratica hay dos valores que
cumplen la igualdad mientras que en la funcion

pueden irse dando muchisimos valores a x vy

resultaran los correspondientes valores para y que
cumplen la igualdad.

Para graficar en el plano cartesiano la funcién,
y=-3x>+6x damos valores que queramos a x,
llamada variable independiente y calculamos los
valores que le van correspondiendo a y, llamada
variable dependiente. Asi:

Six =0, entonces, y = —3(0)2 +6(0) =0+0=0

Six =1, entonces, y = —3(1)2 +6(1) =-3+6=3

Capitulo 1. Funciones lineal y cuadratica
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Si x=2, entonces, y = -3(2)2 +6(2)=-3(4)+6(2)=-12+12=0

Podemos resumir los calculos anteriores en una tabla asi:

X y Puntos del

plano
0 0 (0,0
1 |3 (1,3)

|
N | —
(8]
|
N | —
|
(98]
N w
N—

YA

La funcidén y=-3x*+6x, graficada en el plano cartesiano, es una pardbola y

como el coeficiente del término cuadrdtico es negativo, entonces sus ramas se
abren hacia abajo.

La pardbola corta al eje de las abscisas o eje de las x en los valores 0y 2
2
Entonces tenemos los valores de x: y=-3x"+6x

2, ., 2
;Qué le ocurre a la funcién y =-3x" + 6x, en estos puntos?

Si x=0, entonces, y = —3(0)2 + 6(0) =0
142
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Si x= 2, entonces,
y=-3(2) +6(2)=-3(4)+6(2) =-12+12=0

2
En estos puntos se cumple que: =3x" +6x =0,
Es decir que cuando la funcién toma el valor 0, se tiene la ecuacién que
permite hallar los ceros de la funcién. Despejando la variable x, encuentras

las raices o soluciones, esto es: )
-3x"+6x=0

3x(-x+2)=0
3x=0 por lo tanto * =0
—x+2=0 por lo tanto x = 2

Aplicacion

1. Dadas las ecuaciones siguientes, completa la tabla identificando
sus términos.

Coeficiente . . P
.. Coeficiente Término
., del término .. .
Ecuacion L. del término indepen-
cuadratico . .
lineal (5) diente
(a)
3x*=15x=0
x2=7x+9=0
X2 +6x-8=0
-x*+2x=0

2. Escribe la funcién correspondiente a cada ecuacién

Ecuacion Funcion
3x*=15x=0

x> =Tx+9=0

x> +6x-8=0

-x*+2x=0

3. La base de un tridngulo mide 6 cm mds que la altura y el area es de 20 cm?.
Calcular la base y la altura.

4. El area de un terreno rectangular es 360 m?, y el largo excede al

ancho en dos metros. ;Cuantos metros lineales se necesitan para
cercar el terreno?

Capitulo 1. Funciones lineal y cuadratica
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5. Determina un nimero entero tal que el cuadrado del antecesor de su
doble sea equivalente al cuadrado del nimero aumentado en 5.

Grafica las funciones:

Entendemos por...

Término cada uno de los sumandos que aparecen en
una expresion algebraica.

Coeficiente la constante que multiplica la parte literal
de un término algebraico.

Incégnita cada una de las letras distintas que aparecen
en una ecuacion

Diversion matematica

Diviértete resolviendo este acertijo:

Una ardilla se encuentra en la entrada de su madriguera,
en un arbolde 16 m. de altura. Si desde la copa del arbol
hasta la madriguera hay tres veces la distancia que de
la madriguera al suelo,

a qué altura se encuentra la ardilla?

Dia a dia

Las ecuaciones cuadraticas se aplican en formulas
fisicas relacionadas con el movimiento, por ejemplo, un
proyectil disparado verticalmente hacia arriba, con una
velocidad inicial de 120 pies por segundo y teniendo

en cuenta que la Unica fuerza sobre el proyectil es la
gravedad, se tiene que la altura “h” en pies del proyectil
sobre el suelo después de “t” segundos esta dada por:
h=-16t2 + 120t

(Tomado de Hipertexto 9 Santillana).

Unidad 3. Funciones: Lineal, cuadratica, exponencial y logaritmica, y sistemas lineales




Comprendi la importancia que tienen las fun-
ciones en la vida cotidiana, en el desempefio de
los trabajos y en la vida escolar.

He podido reflexionar sobre la importancia
de interpretar gréaficas de funcién lineal, exis-
tentes en nuestro entorno, y que son conoci-
mientos muy importantes en el diario vivir. Sa-
ber que existen situaciones que relacionan por
ejemplo la cantidad de animales con el consu-
mo de alimento, el crecimiento de las plantas
con el abono que se aplica.

Conectémonos con
Economia

En la naturaleza existen muchos animales que
tienen la capacidad de hacer saltos de gran al-
tura, en proporcion a su tamano.

Por ejemplo, el antilope de Africa meridional
puede saltar 15 veces su propia altura, el can-
guro rojo, que mide 2 metros, saltar hasta los 3
metros de alto, la pulga comun puede saltar has-
ta una altura de 130 veces su tamafio corporal.

Este tipo de saltos se pueden mostrar usando
graficas que suponen una parabola, y se hace
su analisis a partir de las caracteristicas de ese
tipo de graficas.

Una pulga salta una distancia de hasta 200
veces la longitud de su cuerpo se debe a una
estructura como un resorte en su cuerpo. Ima-
genes captadas a alta velocidad ahora revelan
que el secreto radica en la forma en que las
pulgas usan sus patas traseras como palancas
articuladas. Este “efecto palanca” les permite
a las pulgas llevar sus patas al suelo y liberar
repentinamente energia como un resorte hacia
delante y hacia arriba, afirman los cientificos en
la revista Journal of Experimental Biology (Re-
vista de Biologia Experimental).

Identifiqué la relacién de las funciones con
otras ciencias como: Biologia, por ejemplo al
relacionar la estatura y edad de los adolescen-
tes; Fisica, al relacionar la velocidad del sonido
con temperatura.etc.

He aprendido como solucionar ecuaciones
tanto lineales como cuadraticas y aplicalo en la
solucién de problemas.

3

Sutton agregd: “Esto nos muestra cuan poco
sabemos acerca de la capacidad de insectos
muy comunes”.

Y me imagino que todos concordamos con
el doctor Sutton, que no conocemos ni siquiera
una miniscula parte del mundo que nos rodea.
Es impresionante el disefio que se ve hasta en
estos mintsculos animalitos.

http://www.planetacurioso.com/2011/02/11/por-que-las-
pulgas-saltan-tan-alto-y-tan-rapido/
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Capitulo 2

Funciones exponencial
y logaritmica

En la Arqueologia y la Paleontologia, las funciones El uso del logaritmo en la escala es para refle-
exponenciales son muy importantes para calcular jar la energia que se desprende en un terremoto.
la Antigiedad de los fésiles. Mientras un animal o El logaritmo incorporado a la escala hace que los
planta tenga vida, el carbono 14 se mantiene en valores asignados a cada nivel aumenten de forma
una concentracién constante en los tejidos. Sin exponencial, y no de forma lineal. Richter tom6 la
embargo, cuando mueren, dejan de absorber el idea del uso de logaritmos en la escala de magni-
carbono, y con el paso del tiempo, el propio carbo-  tud estelar, usada en la astronomia para describir
no 14 disminuye, por desintegracion radioactiva. el brillo de las estrellas y de otros objetos celestes.

@ N
4 Son de la forma A
y= loga x,0, f(x)= loga X

El eje “y” es una asin-

~ tonta para dicha curva

El Rango

(—O0,00)

Al ser graficadas to- El Dominio
das cortan el eje “x”, (0,)

Wy N

pero no al eje “y

Sia>1,lafuncion Si0<a<1,lafun- No existen logaritmos
es creciente cion es decreciente de numeros negativos

a Son de la forma

f— =x”f()=x
y=a",0,f(x)=a ) ]

Al ser graficadas to-

“y

das cortan el eje “y”, El Dominio
pero no al eje “x”

(_Ooaoo)

Sia>1,lafuncion Si0<a<1,lafun- El eje “x” es una asinto-
es creciente cion es decreciente ta para dicha curva
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Tema 1. Funcion
y ecuacion exponenciales

Indagacion
El crecimiento exponencial

El' crecimiento exponencial ocurre en muchos
campos de la ciencia y la tecnologia.

Por ejemplo, el modelo de crecimiento bacte-
riano, el crecimiento demografico y el interés com-
puesto, entre otros; son situaciones que se ajustan
satisfactoriamente a una ecuacion diferencial cuya
solucién conlleva a funciones exponenciales.

Tomado de: http://www.slideshare.net/ TSUKUNE_CARLOS/
crecimiento-exponencial

Comenta con dos o tres companieros el ante-
rior escrito.

Conceptualizacion

. . . 2
Analicemos diferentes funciones: f(x)=x
Es una funcién cuadratica en donde la base x
es una variable; y el exponente 2 es una constante.

f=2

Es una funcién exponencial en donde la base 2
es constante; y el exponente x es la variable.
2°=0

Una ecuacién en la que la incégnita aparece
como exponente es una ecuacién exponencial.

Realicemos las siguientes graficas y analicémoslas:

. 1)
Dadas las ecuaciones: 2° =0 'y (E) =0

Las funciones exponenciales que les correspon

. 1)
deson: f(x)=2"y g(x)= (5) respectivamente.

La funcién f(x)=2" es una funcion creciente.
Puesto que su base 2 es mayor que 1, entonces, a
medida que x aumenta también f(x).

La funcién g(x)=(5) es decreciente. Puesto
1
que su base 5 es menor que 1, entonces, a medi-
da que x aumenta g(x) disminuye.
Realicemos la tabulacion para la funcién

f(x)=2"

Six=0,entonces y=2°=1; y=1
Six=1,entonces y=2'=2 ; y=2
Six=2,entonces y=2>=4 ; y=4
Six=-1 entoncesy—Z'l—l ; y—l—OS
’ 2 £l 2 ’

X y=f(x) Puntos (x,y)

0 1 0,1

1 2 1,2)

2 4 (2,4)

-1 1/2 (-1,1/2)

Capitulo 2. Funciones exponencial y logaritmica
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Realicemos la tabulacién para la funcién g(x)= %)
1 )
2

0

. 1
S|x=1,entoncesy=(5) =1; y=1

Si x = 0, entonces g(x) =

2

Six=2/entoncesy=(%) =— ; y=—

-1 1
Six=-1,entonce5y=(%) =(%) ; y=2

X y=g(x) Puntos (x,y)
0 1 (0,1)

1 1/2 (1,172)

2 1/4 (2,1/4)

1 2 -1,2)

Al graficar las dos funciones en el mismo plano obtenemos:
YA

0= (%) 1 /=2

A
\ 4
X

3 2 1 1 2

Contesta las preguntas:

;Qué forma tienen las graficas?

sPor qué una es creciente y la otra decreciente?
Comenta con dos o tres compaieros.

Analizamos la siguiente ecuacién y funcioén:
.2 1 s . .
Dada la ecuacién: 3 =0, su funcién exponencial correspondiente es: y = 3"

., 1 . . ..
Dando valores a x en la funcion y =3"" obtenemos la siguiente tabulacién:
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Six=0,entonces y=3""=3"=3; y=3
Six=1,entonces y=3""=3"=9 ; y=9
Six =2, entonces y=3"*"=3"=27 ; y=27
Six=-1,entonces y=3""=3" =1; y=1

X y Puntos (x;y)
0 3 (0,3)
1 9 (1,9)
2 27 (2,27)
-1 1 1,1
Al graficar la funcién obtenemos:
y
4 x+1
y=3
4
-2
L 1
< f » X
3 -2 1 1
L1
\ 4

Casos especiales de funciones exponenciales
1. Dada la ecuacién 2" = 64
Esta es una ecuacién exponencial, porque la incégnita (o sea la variable), se

encuentra en el exponente.
Observemos que 2* = 64 puede expresarse como 2" =2x2x2x2x2x2=2°,

Para resolver una ecuacién exponencial se debe hallar el valor de la incog-
nita que hace verdadera la igualdad.
Para esto, se aplican las propiedades de la potenciacién y especificamente

la siguiente propiedad: Si a* =a” = x=y

Como puedes observar, al tener la misma base se igualan los exponentes asi:
x . 2x _ 26
2" =64 es equivalente a 2" =

. . . . . 3 3
2. Solucionemos la siguiente ecuacion exponencial: 7 = 49™
Expresaremos el 49 en base 7, y asi lograr que ambos miembros de la igualdad
queden de la misma base.

73x — 49x+3
73x — 49x+3
73x - (72)x+3
73x = 72x+6)
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Como puedes observar, los dos miembros de la igualdad tienen la mis-
ma base, por lo tanto podemos aplicar la propiedad de igualar los expo-
nentes asi:

Si 77 =70 significa que 3x=2x+6

Resolviendo la ecuacién 3x =2x+6 tenemos:

3x=2(x+3)
3x=2x+6
3x-2x=6
x=6
Comprobacion: 7 =49
73(6) _ 49643
7% = 49°
718 - (72)9
718 - 718

. . . ., . xz—x
3. Solucionemos la siguiente ecuacién exponencial: 3* ™ =9
Expresaremos el 9 en base 3, y asi lograr que ambos miembros de la igual-
dad queden de la misma base.

2
Esto es: 3" =9 por lo tanto, podemos igualar los exponentes:

X -x=2
x-x=2
x'=x-2=0
(x=-2)(x+1)=0
x-2=0 entonces X =2
x+1=0 entonces x =-1

Los valores que satisfacen el valor de la incégnita x en el exponente son:
=2y x=-1

Comprobacion:

2
Six=2,entonces:3" =9  Six=-1, entonces: 329

3D g 3272 _g
31+1 -9 34-2 =9
3*=9 3*=9
9=9 9=9

Por lo tanto los valores de x = 2 y -1, son soluciones de la ecuacién exponen-
. 2_
150 cial 3" =9

Unidad 3. Funciones: Lineal, cuadratica, exponencial y logaritmica, y sistemas lineales



Tema 1 // Funciones y ecuacion exponenciales

Aplicaciones y solucion de problemas

Afrontar un problema puede ser un buen camino para profundizar y aprender mas
acerca del tema que acabamos de ver. Analiza el proceso a seguir en el siguiente
problema, el cual te ayudard a comprender y profundizar en las aplicaciones de
ecuaciones exponenciales:

1. Presion atmosférica
La presién atmosférica p en un globo o en un avién decrece conforme au-
menta la altura.
Esta presion, medida en milimetros de mercurio, esta relacionada con el nime-
ro de kilémetros h sobre el nivel del mar, mediante la férmula: p = 7607014

a) Encontremos la presion atmosférica a una altura de 2 kilémetros.
b) ;Qué valor tiene p a una altura de 10 kilémetros?

Solucién
a) Para obtener el valor de la presién atmosférica, reemplazamos a h por 2 kilémetros
de altura, en la ecuacion p =760e™"'*", esto es h= 2 y nos queda:

p — 7606—0.145h

p = 7606—04145(2)
p=760e"%

P =760(0.748263)
P =568.68

A una altura de 2 kilémetros, la presion atmosférica es de 568.68 milimetros
de mercurio.
b) Aqui tomamos h= 10 en la ecuacién p = 760e™"'*"
presion atmosférica.

para obtener el valor de la

p - 7606—0.145/1

p — 76Oe—0.145(10)
p=760e"*

p =760(0.234570)
p=17827

A una altura de 10 kilémetros, la presién atmosférica es de 178.27 milimetros
de mercurio.

Analiza las dos respuestas, a medida que aumenta la altura la presién atmos-
férica decrece, a 2 Km. la presion es de 568.68 y a 10 Km. de altura la presion es
de 178.27.

Siempre debes analizar las respuestas, ellas deben tener l6gica y estar relacio-
nadas con la realidad de los hechos que te presenta un problema.
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Aplicacidén

Copia los ejercicios en tu cuaderno, realizalos y compara resultados con
tus companeros:

Informacién para resolver los ejercicios 1y 2.

Crecimiento de la poblacién
Supén que la funciéon que da el crecimiento de la poblacién mundial desde

36000
1+11e %

Siendo “t” los afos transcurridos desde 1960 y P(t) la poblacién en millo-
nes de habitantes.

1960, se ajusta mediante el modelo exponencial:  P(¢) =

1. En 1960, ;cual era la poblacién mundial, segiin este modelo?
2. ;Cudl serd la poblacion mundial en el afio 20107

La siguiente informacion sirve para resolver los ejercicios 3 y 4.
Administracion de un medicamento
La férmula D = 5¢™*" puede usarse para encontrar el ndmero de miligramos
“D” de una cierta medicina en el torrente sanguineo de un paciente después
de haberla recibido
3. ;Cudntos miligramos estardn presentes después de 1 hora?
4. ;Cuantos miligramos estaran presentes después de 6 horas?

Informacién para resolver los ejercicios 5y 6

Satélites espaciales
El nimero “w” de watts proporcionados por la bateria de un satélite espacial

en un periodo de “d” dias estd dado por la férmula: w = 507"
5. ;De cuanta potencia se dispondra después de 30 dias?

6. ;Cuanta potenciase tendra disponible después de 1 ano (365 dias)?

152

Unidad 3. Funciones: Lineal, cuadratica, exponencial y logaritmica, y sistemas lineales



Tema 1 // Funciones y ecuacion exponenciales

En los ejercicios 7 y 8, calcula el valor de x.

7. 5 =625
8. 2x - 8x+2 ( )
Dia a dia
Representa los ejercicios 9y 10 en el plano cartesiano. El sonido
Los fisicos definen la intensidad de una onda
9. f(x) =37" sonora como la cantidad de energia que la
onda transmite a través de cierta area. Por
10. f(x) = 2 " +1 ejemplo, el sonido menos intenso que el oido
humano puede detectar es aproximadamente
de 102 vatios (watts) por metro cuadrado.
El decibelio unidad de medida utilizada para
el nivel de potencia o nivel de intensidad
. \ del sonido.
Se utiliza una escala logaritmica porque la
Entendemos por... sensibilidad que presenta el oido humano a
Funcién exponencial a la funcion cuya variable independiente las variaciones de intensidad sonora sigue una
esta en el exponente, es decir, la funcion de la forma f(x) = ax. escala aproximadamente logaritmica, no lineal.
Ejemplo: f(x) = 4x Por ello el belio (B) y su submdiltiplo el
\ J decibelio (dB), resultan adecuados para
( . valorar la percepcion de los sonidos por
un oyente.
Diversion matematica El volumen del sonido es medido en decibeles,
¢Podras encontrar la salida? en honor de Alexander Graham Bell.
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Tema 2.
Funcion y ecuacion logaritmicas

Indagacion

Recuerdas ;qué es un logaritmo?
;Cudl es el nimero al que hay que elevar a 10 para que dé como resultado 1,000?
Esto es, 10* = 1,000 escrito matematicamente: 10* = 1,000
Sabemos que la base de la potencia es 10 y el exponente es la incégnita es x, entonces:
Para hallar el valor de x decimos: logaritmo en base 10 de 1,000 es x, simbélicamente:
Log,, 1,000 = 3 porque 10°= 1,000.

Siguiendo el anterior proceso, explica cudl seria Log,8. Analizalo con un compafiero.

Conceptualizacion

Recordemos el concepto de logaritmo: log x < a’=x en donde “a” se Ilama base del
logaritmo.

Por ejemplo: ;Cudl es el log, 36 ?

Aplicando el concepto de logaritmo, se debe buscar un nimero al cual hay que elevar a
6 para obtener 36.

Es decir: 6! = 36 dicho nimero es 2, porque 6 x 6 = 36 esto es 6> = 36 . Luego log, 36 =2
Cuando un logaritmo no tiene escrita su base son logaritmos en base “10”.

Ejemplo: Log100 = 2 porque 10* = 100
Recuerda, siempre debes aplicar el concepto de logaritmo, para graficar funciones loga-
ritmicas, expresdndolas en forma exponencial: f(x)=log x < a"=x

También podemos escribir y=log x < a’=x,pues f(x)=y
Representacidén grafica

Sean las funciones: y=log;x y y=Ilog, x
5

Aplicando el concepto de logaritmo, encontraremos su ecuaciéon exponencial co-
rrespondiente:
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Si y =logs x , entonces, 5" = x y viceversa

y

Y Siy=log, x, entonces, (g) =X y viceversa

5

Para graficar las dos funciones observemos lo siguiente: y =log x es fun-
cion creciente, porque su base es 5y 5 > 1 (5 es mayor que 1).

y y=log,x es funcién decreciente, porque su base es
5

%y0<% <1 (l es mayor que 0 y menor que 1)
5

Al efectuar las sustituciones correspondientes en la ecuacién 5 = x se
obtiene:

Siy=0, entonces 5°=x; 1=x
Siy=1, entonces 5'=x; 5=x

Siy =2, entonces 5° =x; 25=Xx

1
Six =-1, entonces 5" =x; §=x

y | x | Puntos(xy)
0 1 (1,0

1 5 (5,1)

2 25 (25,2)
1 1/5 (1/5,-1)

. . y .
Al efectuar los reemplazos correspondientes en la ecuacién (1) se obtiene:
5

0
Si y= 0, entonces (%) =x; 1=x

=x: 1=
Siy =1, entonces (5) BRI
Siy =2, entonces (—) =X; —=X

Si x =-1, entonces |1}

y | x | Puntos (xy)
0 1 (1,0

1 1/5 (1/5,1)

2 1/25 (1/25, 2)
1 5 (5,-1)
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Al graficar las dos funciones en el mismo plano obtenemos:

y

;Qué forma tienen las graficas?

Compara las gréficas de las funciones:

sPor qué una es creciente y la otra decreciente?
Propiedades de los logaritmos
Analiza y apréndete las propiedades de los logaritmos, solo asi podrds resolver
ecuaciones logaritmicas.

Logaritmo de un producto
loga( X y )=logax+10gay
Logaritmo de un cociente

loga( X)- log, x-log, y
y

Logaritmo de una potencia
log, X" =Ylog, X

Logaritmo de una raiz

< 1
loganX = Ogax
n

Cambio de base
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1. Analiza el siguiente ejemplo, en donde aplica-
remos las propiedades de los logaritmos:
2

X
3

y'z'

log

Aplicando la propiedad del cociente, obtenemos:

log x* —loo(v’z*)
Aplicando la propiedad del producto, obtenemos:

logx* —(log y” +logz*)

Aplicando la propiedad del logaritmo de una
potencia, y destruyendo paréntesis, obtenemos:

2logx —3logy —4logz

2. Analiza el siguiente ejemplo, en donde aplica-
remos las propiedades de los logaritmos, para
simplificar la expresion: log5+log4

Aplicando la propiedad del producto, obtenemos:

=log(5x4) =1og20
3. Simplificar la expresion: log100 —1log5 +log3

Aplicando la propiedad del cociente,

100
obtenemos: log(?) +log3 , simplificamos y

Aplicando la propiedad del producto, obtene-
mos: = log (20 - 3) =log 60

Ecuacion logaritmica

Una ecuacioén logaritmica es aquella en la cual
la incognita (o sea la variable), se encuentra en
un logaritmo.

Para resolver una ecuacién logaritmica se debe
hallar el valor de la incégnita que hace verdadera
la igualdad. Para esto, se aplican las propiedades
de los logaritmos y el concepto de logaritmo.

Solucionemos las siguientes ecuaciones lo-
garitmicas:

1. log,x=5
Aplicando el concepto de logaritmo, podemos
despejar a x: 4’ = x, por lo tanto x = 1,024

2. Solucionemos: logx +log(x-3) =1
Aplicando la propiedad del producto:

log(x(x-3))=1
log(x* —3x) =1

Aplicando el concepto de logaritmo, pode-
mos despejar a x: Si log(x2 -3x) =1 entonces,
10" = x* =3x

Factorizando e igualando a cero: (x-5) (x +2) =0

Despejando x y encontrando las posibles solu-
ciones tenemos:

(x=5)=0entonces x =5
(x + 2) = 0 entonces x = -2

Como log x, esta definido para x > 0, se tiene
que x = -2 no es solucion de la ecuacion.

Por lo tanto, la dnica solucion de la ecuacion
logx+log(x-3)=1,esx=5

3. Solucionemos: log, 2x —log,(x-3) =2
Aplicamos la propiedad del cociente:

2x

x_

=2

log,

Aplicando el concepto de logaritmo, podemos

2x
x-3

2x

x-3

9 (x—3) = 2x (el término x - 3 que esta dividiendo,
pasa a multiplicar)

9x — 27 = 2x se efectla la propiedad distributiva
de la multiplicacién con respecto
a la suma

9x + 2x =27

11 x=27

x =27/11 es la solucién a la ecuacion.

despejar a x: 3° = es decir: 9 =

Capitulo 2. Funciones exponencial y logaritmica
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Aplicacién

Copia los ejercicios en tu cuaderno, realizalos y compara resultados con
tus companeros:

1. Una sola bacteria del Célera, se divide cada media hora para producir
dos bacterias completas. Si se comienza con una colonia de 500 bacte-
rias, el tiempo que se requiere para que la colonia sea de A bacterias, se
calcula mediante la expresion:

A

500
2log?2

log

;Cual sera el valor de A bacteria en 5 horas?

2. Completa la tabla:

Forma logaritmica Forma exponencial
8’ =512
1
10g64 4= g
5% =625
log,128 =7
Desarrolla cada expresion: Soluciona la ecuacién:
3. log,8+log,2 7. log5+log2x=3
4. logy2+1log, 5—log, 7 8. 3log, x =-log, 27
xy% 9. log,(5x-3)=5
5. log; | —
z 10. log2(2x+1) =4
6. log; (li() +log; \/x_3
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Tema 2 // Funciones y ecuacion logaritmicas

Entendemos por...
Funcién aquellas relaciones especiales cuya correspondencia entre los conjuntos Ay B,
le asigna a cada elemento del conjunto A uno y solamente uno de los elementos del
conjunto B. Los elementos de A se llaman preimagenes o dominio y los elementos del
conjunto B se llaman imagenes o codominio.
En general, una funcién de una variable x es una regla de correspondencia o férmula que
asigna a cada valor de x del dominio un tnico namero en el rango.
Funcién logaritmica: se llama funcion logaritmica a la relacion:

f(x)=loga x
Cuyo dominio es el conjunto de los reales positivos y su dmbito son todos los nimeros reales.

Dia a dia
Escala sismoldgica de Richter
La escala sismoldgica de Richter, también conocida como escala de magnitud local (ML), es una
escala logaritmica arbitraria que asigna un niimero para cuantificar la energia liberada en un
terremoto, denominada asi en honor del sismdlogo estadounidense, Charles Richter (1900-1985).
Fue desarrollada por Charles Richter con la colaboracion de Beno Gutenberg en 1935, ambos
investigadores del Instituto de Tecnologia de California, con el propdsito original de separar
el gran nimero de terremotos pequefios de los menos frecuentes terremotos mayores
observados en California en su tiempo.

M =log A+3log(8Ar)-9.92
donde:
A = amplitud de las ondas en milimetros, tomada directamente en el sismograma.
At = tiempo en segundos desde el inicio de las ondas P (Primarias) al de las ondas S (Secundarias).
M = magnitud arbitraria pero constante a terremotos que liberan la misma cantidad de energia.
El uso del logaritmo en la escala es para reflejar la energia que se desprende en un terremoto.
El logaritmo incorporado a la escala hace que los valores asignados a cada nivel aumenten de
forma logaritmica y no de forma lineal.
Richter tomo la idea del uso de logaritmos en la escala de magnitud estelar, usada en la
astronomia para describir el brillo de las estrellas y de otros objetos celestes.
Richter arbitrariamente escogi6 un temblor de magnitud 0 para describir un terremoto que
produciria un desplazamiento horizontal maximo de 1 pm (1 micrometro equivale a una
millonésima de metro).

http://es.wikipedia.org/wiki/Escala_sismol%C3%B3gica_de_Richter
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Aprendi como las ecuaciones logaritmicas
ayudaron en el calculo de la energia disipada
por un terremoto, sabiendo asi el dafo causa-
do por este.

Aprendi a graficar y a analizar gréficas, in-
terpretando la informacién que ésta suministra.

Aprendi el manejo de las propiedades de los
logaritmos y sus aplicaciones en la solucién de
ecuaciones logaritmicas.

Me ensend la importancia de la ecuacién ex-
ponencial en situaciones de la vida real.

Aprendi a identificar los exponentes de
ecuaciones en forma de potencia que tienen la
misma base.

Conectémonos con
Ciencias Naturales

Aplicaciones a la biologia

(crecimiento no inhibido)

La mitosis, o division celular, es un proceso uni-
versal indispensable en el crecimiento de los
organismos vivos como las amibas, plantas, cé-
lulas humanas y muchas otras.

Con base en una situacion ideal donde no
mueren células ni hay efectos colaterales, el nd-
mero de células presentes en un instante dado
obedece a la ley del crecimiento no inhibido.

Sin embargo, en la realidad, después de cier-
to tiempo el crecimiento en forma exponencial
cesa debido a la influencia de factores como la
carencia de espacio, la disminucién de la fuen-
te alimenticia, entre otros.

La ley del crecimiento no inhibido solo re-
fleja de manera exacta las primeras etapas del
proceso de la mitosis.

El proceso de mitosis comienza con un cul-
tivo de NO células donde cada célula crece du-
rante cierto periodo y después se divide en dos
células idénticas. Suponemos que el tiempo ne-
cesario para que cada célula se divida en dos es

Apliqué conocimientos de dlgebra, vistos
anteriormente, en la solucién de ecuaciones
exponenciales.

Aprendi a representar graficamente algunas
funciones exponenciales.

Aprendi a interpretar graficas de funciones
exponenciales.

constante y que no cambia al aumentar el na-
mero de células. Después, estas células crecen
y se dividen en dos, y asi sucesivamente.

Tomado de: http://docencia.udea.edu.co/ingenieria/cal-
culo/pdf/1_3_3.pdf
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Repasemos lo visto

En nuestra vida cotidiana, muchos fenémenos pueden ser vistos como re-
laciones funcionales entre dos variables, donde el comportamiento de una
dependera del comportamiento de la otra.

No olvidemos que:

Toda funcién se puede representar por: 1. Una expresién algebraica
2. Una tabla de valores
3. Una grafica

Graficamente, la pendiente muestra el desplazamiento vertical y el desplaza-
miento horizontal sobre el plano cartesiano.

La solucién de una ecuacién es el valor numérico por el cual se puede rem-
plazar la incégnita para que la igualdad sea verdadera.

Solucionar un sistema es encontrar un punto, que es a la vez, solucién de
cada una de las ecuaciones que intervienen.

El método grafico consiste en trazar la grafica que corresponde a cada ecua-
cion, y determinar el punto en que se cortan dichas gréficas. Por su construccién,
el punto pertenece simultdneamente a las dos rectas trazadas.
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Funciones lineales de costos
| costo es la expresion cuantitativa monetaria representativa del consumo necesa-
rio de factores de la produccion que se emplean para producir un bien o prestar
un servicio.
Las funciones lineales cumplen un importante papel en el analisis cuantitativo de
los problemas econémicos.
Costo lineal
Cuando una empresa produce cualquier bien o presta un servicio, deberd utilizar una
serie de insumos que valorizados monetariamente le genera costos, que analizados en
funcién a la relacién con la produccién total, los denominaremos costos fijos y costos
variables. Los primeros, como lo indica su nombre, son independientes de las cantida-
des de un articulo que se produzca o un servicio que se preste (por ejemplo: alquiler de
la parcela, depreciacion de los bienes durables, determinados impuestos, entre otros).
En cambio, los costos variables dependen de la cantidad que se produzca de ese
articulo o que se preste del servicio, (por ejemplo: costos de materiales, de mano de
obra productiva, entre otros).
El costo total es la suma de ambos
Costo total = Costos fijos + Costos variables
Si a los costos fijos de producir x articulos lo indicamos como b pesos, estamos en
presencia de una funcién constante de la forma f(x) = b.
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Cuenta la historia que Arquimedes un dia que
se encontraba en el bafio, observé que sus pier-
nas podia levantarlas facilmente cuando esta-
ban sumergidas. Esta fue la chispa que le per-
miti6 llegar a lo que ahora conocemos como
“Principios de Arquimedes”.

Fue tan grande el entusiasmo que le produjo
el descubrimiento de su principio que tomé la
corona en una mano Yy salié desnudo del bano
corriendo por las calles de Siracusa y gritando
su célebre exclamacion de jubilo: “jEurekal,
jeureka! que quiere decir “ya lo encontré”. Lo
que habia hallado era un método para determi-
nar la densidad de los cuerpos tomando como
unidad la del agua.

En el campo militar se le debe la invencién
de catapultas, de garfios movidos por palancas
para inventos mecanicos y opticos logré defen-
der durante tres afos a Siracusa que estaba si-
tiada por los romanos. Dicese que empleando
espejos “ustorios” que son espejos concavos de
gran tamano, logro concentrar los rayos solares
sobre la flota romana incendidndola. Finalmen-
te, el ano 212 cay6 Siracusa en manos de los
romanos siendo Arquimedes asesinado por un
soldado a pesar de haber ordenado el cénsul
Marcelo respetar la vida del sabio.

http://roble.pntic.mec.es/~tvirgos/matematicos/arquime-
des.htm
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¢En qué vamos?

Reflexiono y trabajo con mis companeros
Resuelve en tu cuaderno y compara con tus compaferos:

Los ejercicios 1y 2 se resuelven con la siguiente informacién:

Una particula describe un movimiento uniforme con ecuacién p =8t, da-
dos p en metros y 8 en minutos.

1. Es correcto afirmar que:

a. Justo antes de arrancar, el mévil avanza 2 m.

b. Por cada minuto que transcurre, el mévil avanza 8 m.
c. Justo antes de arrancar el movil se halla en el punto Q.
d. Por cada 2 minutos que transcurren, el mévil avanza 4 m.

2. La grafica que representa la distancia p que recorre el movil en funcion
del tiempo es:

A B C D
P P P P
A
10 1
9 9l
8 8 8 8t+—
y t 3 t 1 t ——;—» t

Responde las preguntas 3, 4 y 5 de acuerdo con la siguiente afirmacion:
Notamos con N, conjunto de los ndmeros naturales; Z, nimeros enteros; Q,
nGmeros raciones; [, nimeros irracionales; R, nimeros reales que verifican:
NCZCOQCR;ICR; QNni=¢; QUI=R

3. La afirmacién, Z C R, es:
a. Falsa porque Z C Q@ pero Q ¢ R
b. Falsa porque ZC Q yQ C R
c. Verdaderaporque ZC Q yQCR
d. Verdadera porque ZC Qy Q ¢ R
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4. Es falso afirmar que:
a. Todo nimero natural es un nimero real.
b. Ningln ndmero racional es irracional.
c. Todo entero es irracional.
d. Existen enteros que no son naturales.

5. Sin € Z es posible afirmar que:

a.n€QyneER b. n€Qyné&l
c.n€lyneR d neQyn&R

Responde las preguntas 6, 7 y 8, a partir de las siguientes graficas:

A B C D

N\

6. “La temperatura de una ciudad disminuye constantemente”. Este enunciado
representa el comportamiento de la grafica C. Esta afirmacion es:

a. Verdadera, porque muestra el cambio a través del tiempo.

b. Falsa, porque la grafica C representa una funcién creciente.

c. Verdadera, porque muestra que decrece en funcién del tiempo.
d. Falsa, porque no muestra el cambio en la temperatura.

7. Un enunciado que describe el comportamiento de la grafica D es:

a. Un avién que sobrevuela varias veces un aeropuerto antes que se per-
mita su aterrizaje.

b. La temperatura aument6 durante las horas de la mafana, pero nunca sobre-
paso los 20° grados.

c. Luego de suministrar un medicamento a un paciente sus pulsaciones
disminuye hasta ser constantes.

d. Las ventas en funcién del precio del producto.

Unidad 3. Funciones: Lineal, cuadratica, exponencial y logaritmica, y sistemas lineales
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8. La temperatura aument6 en la manana. Hacia el mediodia descendié
pues hubo un gran aguacero. La grafica que representa mejor el enuncia-
do anterior es:

a. La grafica A b. La grafica B
c. La gréfica C d. La grafica D

Responde las preguntas 9 y 10 de acuerdo con la siguiente informacién:

Se tiene una poblacion de bacterias de 500 miembros. Después de una
hora se observa que la poblacién ha alcanzado las 1,500 bacterias. Una
hora mas tarde se observa que la poblacién ha Ilegado a 4,500 bacterias.

9. La cantidad de bacterias que se espera observar en la préxima hora es:

a. 13,000 b. 13,500
c. 14,000 d. 14,500

10. Con respecto a la informacién dada, es posible afirmar que:

Por cada hora que transcurre la poblacién aumenta en 1,000 bacterias.
Por cada hora que transcurre la poblacién de bacterias se duplica.

Por cada hora que transcurre la poblacién de bacterias se triplica.

Por cada hora que transcurre la poblaciéon aumenta aproximadamente
en 3,000 bacterias.

o0 oW
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Le cuento a mi profesor

Con tu profesor, resuelve la siguiente rejilla.

Qué sé hacer | Superior | Alto | Bésico| Bajo
Determino la ecuacién de una recta a partir de elementos y viceversa

Grafico rectas en el plano y hallo sus intersectos

Identifico rectas paralelas y rectas perpendiculares, segiin sus pendientes.
Soluciono sistemas de ecuaciones lineales por los diferentes métodos
estudiados.

Resuelvo problemas planteando las ecuaciones y/o planteo las ecuaciones a
partir del enunciado del problema.

Represento informacién utilizando modelos de funciones, lineales,
cuadrdticas, exponenciales y logaritmicas.

Resuelvo problemas que involucren crecimiento exponencial y/o
logaritmico.

Resuelvo ecuaciones cuadrdticas.

Calculo las raices de una ecuacién cuadratica por medio de la férmula
cuadrdtica.

Grafico la funcién cuadrética, a partir de sus pardmetros.

Resuelvo problemas que involucren ecuaciones cuadrdticas.

Aplico las ecuaciones lineales, cuadréticas, exponenciales y/o logaritmicas
en distintas situaciones de la vida diaria.

Resuelvo ecuaciones logaritmicas y exponenciales.

Grafico la funcién exponencial y/o logaritmica a partir de sus parametros.
Observo, analizo y aprecio las diferentes funciones en mi entorno.

Autoevaluacion

Participo y aprendo | S | A | Bs | B
Participo de manera activa en clase, formulando o respondiendo preguntas.

Aplaudo las actitudes creativas que inviten a buscar nuevas soluciones a
situaciones problematicas.
Participo activamente en los grupos de trabajo.

Comparto mis saberes y dudas con mis companeros.
Fomento la disciplina dentro del grupo.

Permito la libre discusién.
Propongo problemas o actividades para resolver en clase.
Repaso en casa lo suficiente, sobre lo aprendido en el colegio.
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Unidad G

Resolvamos

Te has preguntado:
¢En qué se aplica la estadistica?
El saber cudntos habitantes tiene un pueblo, una
ciudad o una nacioén, ha sido siempre una nece-
sidad de los gobernadores, para establecer las ne-
cesidades de su pueblo. Se tiene registro que esto
he hacia desde la conformacién de los reinos en la
Antigiiedad. Un ejemplo de esto, se encuentra en
la biblia donde se cuenta la historia que el rey Da-
vid, por ordend a Joab, general del ejército, hacer
un censo de Israel con la finalidad de conocer el
nimero de habitantes, y el libro Crénicas describe
el bienestar material de las diversas tribus judias.
Los griegos, hacia el afio 594 a.C., efectuaron
censos periédicamente con fines tributarios, so-
ciales (division de tierras) y militares (calculo de
recursos y hombres disponibles). Parece que reali-
zaron 69 censos para calcular los impuestos, deter-
minar los derechos de voto y ponderar la potencia
guerrera. Pero los romanos fueron los maestros de
la organizacién politica, quienes mejor supieron

Estadistica

emplear los recursos de la estadistica. Cada cinco
afos llevaban a cabo un censo de la repoblacién,
y los funcionarios publicos tenian la obligacién de
anotar nacimientos, defunciones y matrimonios,
sin olvidar los recuentos periddicos del ganado y
de las riquezas contenidas en las tierras conquista-
das. En la época del nacimiento de Cristo sucedia
uno de estos empadronamientos de la poblacion
bajo la autoridad del Imperio.

Durante un brote de peste que aparecié a
fines del siglo XVI, el gobierno inglés comenzé
a publicar estadisticas semanales de los dece-
sos. En 1662, el capitan John Graunt, compilé
documentos que abarcaban treinta anos, me-
diante los cuales efectué predicciones sobre el
ndmero de personas que moririan de diversas
enfermedades, asi como de las proporciones
de nacimientos de hombres y mujeres que ca-
bia esperar.




En nuestros dias, la estadistica se ha convertido en un método efectivo para
describir con exactitud los valores de los datos econémicos, politicos, sociales,
psicolégicos, bioldgicos vy fisicos, y sirve como herramienta para relacionar y
analizar dichos datos. El trabajo del experto estadistico no consiste ya sélo en
reunir y tabular los datos, sino sobre todo en interpretar esa informacion.

El desarrollo de la teoria de la probabilidad ha aumentado el alcance de las
aplicaciones de la estadistica. Muchos conjuntos de datos se pueden estudiar
con gran exactitud utilizando determinadas distribuciones probabilisticas. La
probabilidad es util para comprobar la fiabilidad de las inferencias estadisti-
cas y para predecir el tipo y la cantidad de datos necesarios en un determina-
do estudio estadistico.

Tomado de: http://www.uv.mx/cienciahombre/revistae/vol18num2/articulos/historia/index.htm

Referentes de calidad

Resuelvo y formulo problemas seleccionando informacién relevante en
conjuntos de datos provenientes de fuentes diversas (prensa, revistas, television,
experimentos, consultas, entrevistas).

Reconozco cémo diferentes maneras de presentacion de informacion pueden
originar distintas interpretaciones.

Reconozco tendencias que se presentan en conjuntos de variables relacionadas.

Uso conceptos bésicos de probabilidad (espacio muestral, evento, independencia,
entre otros).

Calculo probabilidad de eventos simples usando métodos diversos (listados,
diagramas de arbol, técnicas de conteo).

Comparo resultados de experimentos aleatorios con los resultados previstos por un
modelo matematico probabilistico.

Capitulos

. Andlisis e interpretacién

de datos

. Combinatoria y

probabilidad
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Capitulo 1

Analisis e interpretacion

de datos

Podemos decir que el objeto que tiene la estadis-
tica, es estudiar los fenémenos de tipo aleatorio,
es necesario aclarar que la estadistica tiene como
funcién describir las caracteristicas de datos ante-
riores y con base en estos poder predecir su com-
portamiento en un futuro.

Aunque se puede definir de muchas maneras
la estadistica, aqui diremos que es un area de las
matematicas que permite recolectar, organizar e
interpretar informacion relacionada con acciones
humanas. Al finalizar, la informacién se pude pre-
sentar a partir de tabulaciones, graficas o nimeros

y su analisis estd relacionado con los mismos gra-
ficos presentados.

Muchos acontecimientos de la vida cotidiana,
estan cargados de incertidumbre, “;Llovera hoy?”,
“;Ganara Montoya la préxima carrera?”, “;Llegaré
a tiempo a mi cita?”.

A este tipo de acontecimientos, cuya realiza-
cién depende del azar los [lamamos sucesos alea-
torios. Alea, del latin, significa dado, suerte, azar.

La teoria de probabilidad nos da la posibilidad de
medir hasta qué punto se puede esperar que ocurra un
suceso. A esta medida la [lamamos su probabilidad.

. / .
su estudio se realiza

mediante el estudio de

Cualitativas

Variables

Cuantitativa

Poblacion y
mueatra

Mediciones

\ . .
su estudio se realiza
mediante el estudio de

Elementos
de probabilidad

Espacio
muestral
Célculo de
probabilidades

Regla de
Laplace

Tablas

C Toma de desiciones )

Graficas
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Tema 1. Registro y analisis
de datos estadisticos

Indagacion

Analiza, responde las preguntas, en tu cuaderno y
comenta tus respuestas con algunos companeros.

Pepe hizo una encuesta a personas de su ve-
reda, para saber con qué regularidad ellas van al
pueblo y los resultados fueron:

Respuestas ‘ Frecuencia
absoluta
Todos los dias 15
Una vez a la semana 25
Una vez al mes 10
Alguna vez al afo 12
Nunca 5
No contesta 3

1. ;A cudntas personas encuesto Pepe?

2. ;Cuantas personas van con mas frecuencia
al pueblo?

3. ;Con qué frecuencia van mas personas al pueblo?

4. ;Cudl es el porcentaje de personas que nunca
van al pueblo?

5. ;Cudl es el porcentaje de personas que mas
van al pueblo?

6. ;Cémo representarias graficamente los resulta-
dos obtenidos por Pepe? Realizalo.

Conceptualizacién

A continuacion te presentamos una sintesis de
los conceptos basicos estudiados desde los cur-
sos anteriores.

Poblacién: conjunto de personas, objetos o ele-
mentos sobre los que se realiza un estudio esta-

distico. Un ejemplo de poblacién, son todos los
estudiantes del colegio al que perteneces.

Tamano de la poblacién: ndmero total de indivi-
duos o unidades estadisticas que tiene una pobla-
cion. En este caso si tu colegio es de 500 estudiantes,
esta serfa el tamano de la poblacién, si hablamos de
Bogotd, la poblacién es de 7’363.782 habitantes.

Muestra: cuando una poblacién es muy grande,
lo que se hace es subdividir el conjunto al que hace
referencia la poblacién; a este subconjunto lo llama-
mos la muestra de la poblacion. La muestra debe ser
representativa y para que pase esto, se utilizan dife-
rentes técnicas de muestreo para asegurar que ten-
gan las mismas caracteristicas de toda la poblacién.

Un ejemplo de la muestra, es escoger a los es-
tudiantes que estan cursando séptimo grado en tu
colegio. Otro ejemplo es que si te mandas a sacar
sangre en un laboratorio, te dicen que te estas sa-
cando una muestra de sangre, es decir que la po-
blacion seria toda la sangre que tienes en tu cuerpo.
De esta misma manera funciona en la estadistica.

Individuo o unidad estadistica: cada uno de los
componentes de la poblacién.

Datos: podemos decir que son nimeros o me-
didas que se obtuvieron como resultado de las ob-
servaciones para realizar el estudio estadistico.

Variable: cantidad o cualidad que es objeto
de estudio en todos los individuos de la pobla-
cién o muestra.

Capitulo 1. Andlisis e interpretacion de datos
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Cualitativas: son caracteristicas o atributos. Ejemplo: color de ojos

Las variables
estadisticas son: Cuantitativas

(Numéricas)

Con el siguiente ejercicio recordemos lo estu-
diado anteriormente:

Graficas estadisticas

Tomado de: http://ocwus.us.es/metodos-de-investigacion-y-
diagnostico-en-educacion/analisis-de-datos-en-la-investigacion-

educativa/Bloque_l/page_19.htm

Existe una gran variedad de graficos para represen-
tar informacion, los mas conocidos son los diagra-
mas de barras, histogramas y diagramas de sectores.

Una vez construida la tabla de frecuencias, va-
mos a representar mediante distintos graficos el
estudio rea-lizado. Entre los graficos mas utilizado
podemos destacar:

Diagrama de barras

Consiste en dos ejes perpendiculares y una barra
o rectangulo para cada valor de la variable. Nor-
malmente, se suele colocar en el eje horizontal los
valores de la variable (aunque también se puede
hacer en el vertical). El otro eje se gradia segin
los valores de las frecuencias. La representacion
grafica consiste en dibujar una barra o un rectan-
gulo para cada uno de los valores de la variable de
altura igual a su frecuencia.

9__ X

Discretas: Valores enteros. Ejemplo: N° de hermanos.
Continuas: Valores decimales. Ejemplo: Estatura en metros.

Histograma

Es un caso particular del diagrama anterior en el
caso de variables conti-nuas. Si los intervalos son
correlativos, los rectdngulos aparecen pegados en
la representacion gréfica. En caso de que la am-
plitud de los intervalos no se igual para todos, hay
que hacer coincidir el area del rectangulo con la
frecuencia del intervalo. Un ejemplo muy utilizado
de histograma es una pirdmide de poblacion.

A
40+
35+
30 +
25+
20 +
15 +
10 4

>

5 10 15 20 25 30

Poligono de frecuencias
Representamos dos ejes perpendiculares y represen-
tamos en el horizontal los valores de la variable y en
el vertical las frecuencias. Representamos los puntos
que tiene por primera coordenada el valor de la va-
riable y por segunda el valor de la frecuencia.
Uniendo todos los puntos obtenemos una linea
poligonal que es la representacién que buscamos.

| /\\\ //
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1%
5%

‘ Plastico
. Metal
Diagrama de sectores etales
Consiste en dividir un circulo en tantos sectores 40% Otros

como valores de la variable. La amplitud de cada

K R Dispositivos eléctricos
sector debe ser proporcional a la frecuencia del

OO0 n

valor correspondiente. Goma
Ahora resolvamos las siguientes situaciones aplicado las conceptualizaciones

que vimos anteriormente:

1. El alcalde de Bogota ha decidido invertir en obras sociales para los estratos me-
nos favorecidos y para esto aplico una encuesta a 50 familias en uno de los sec-
tores necesitados, para saber que estrato es el que mas predomina en el sector.

La pregunta que realizo fue: ;A que estrato socioeconémico pertenece usted?

La siguiente tabla muestra las respuestas de las 50 familias.

1 1 3 1 3 2 3 2 3 3

3 2 1 1 1 2 3 1 2 2

3 1 2 2 1 3 3 2 1 2

2 2 3 3 2 1 3 2 1 1

1 3 1 2 2 3 2 2 3 1

a. Determina el tipo de variable que se utiliza en el problema (cualitativa
o cuantitativa).

b. Construye la tabla de frecuencias correspondiente.

c. Apartir de la tabla de frecuencias, elabora el diagrama de barras correspondiente.

d. ;Qué nivel socioeconémico tiene una mayor representacién en el barrio?

e. ;Cual es el porcentaje de representacion de cada estrato?

f. Si la alcaldia decide implementar la obra social en los barrios donde la re-
presentacion de los estratos 1 y 2 sea mayor al 67%. ;Este barrio tendria la
inversion de obras sociales?

Solucion:

a. Eltipo de variable que se utiliza es cuantitativa y es “El nivel socioeconémico”

b. Tabla de frecuencias. Recuerda que se hace el conteo de la cantidad de per-
sonas que pertenecen a estrato 1, 2 y 3.

Estrato 1: 18 familias que pertenecen a este estrato.

Estrato 2: 17 Familias que pertenecen a este estrato.

Estrato 3: 15 familias que pertenecen a este estrato. 173
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Variable: Nivel
socioeconémico f fa fr fp
18
Estrato 1 18 18 —=0.36 36%
50
17
Estrato 2 17 35 —=0.34 34%
50
Estrato 3 15 50 15 0.30 30%
strato — =u. %
50
I >0 1 100%
Tot 50 50 - = 00%
ota 50

Recuerda que f, representa la frecuencia absoluta simple, fa representa
la frecuencia absoluta acumulada, fr la frecuencia relativa y fp la frecuencia
porcentual o porcentaje.

c. Diagrama de barras

Nivel socieconémico del barrio

17,5
17
16,5
16
15,5
15
14,5

13,5
Estrato 1 Estrato 2 Estrato 3

d. El nivel socioeconémico que tiene una mayor representacion en el ba-
rrio es el estrato 1 con 18 familias, que representan un 36% de las fami-
lias encuestadas.

e. El porcentaje de representacion de cada estrato es: Estrato 1: 36%, Es-
trato 2: 34%, Estrato 3: 30%.

f. Como la inversion se hace si la suma de los porcentajes de personas que
viven en estrato 1y 2 es mayor al 67%, sumamos los porcentajes que
obtuvimos y tenemos que: 36% + 34% = 70%. Esto quiere decir que el
alcalde si tendra la inversion de obras sociales.

174

Unidad 3. Estadistica



Tema 1 // Registro y analisis de datos estadisticos

Entendemos por...
Muestras: subconjuntos de observaciones de la
poblacion de estudio.

Diversion matematica

En una mesa hay tres sombreros negros y dos blancos. Tres
sefiores en fila india se ponen un sombrero al azar cada uno
y sin mirar el color.

Se le pregunta al tercero de Ia fila, que puede ver el color
del sombrero del segundo y el primero, si puede decir el
color de su sombrero, a lo que responde negativamente.

Se le pregunta al segundo que ve solo el sombrero del
primero y tampoco puede responder a la pregun-ta.

Por Gltimo el primero de la fila que no ve ningtn
sombrero responde acertadamente de qué color es el
sombrero que tenia puesto.

¢Cual es este color y cual es la légica que uso para saberlo?

Dia a dia
Variacion del dolar

10,077

/ / Lo
| [ o
\M . A [ L

’ V \\ f-/ ( \A N v +o073

T A Y SN G |

L\ / B \/J -+-0,071
\/

T T
15 nov 05 dic 23 dic 12 ene

-10,070

La grafica muestra el comportamiento del valor del dolar en Colombia durante algunos meses.
Observa en cudles meses ha subido y en cudles ha bajado, saca conclusiones y compartelas
con tus comparieros.

Tomado de: http:/mx.finance.yahoo.com/q/bc?s=MXNUSD=X&t=3m&l=on&z=m&q=I&c=
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Tema 2.
Medidas estadisticas

Indagacion

Recuerda las principales medidas estadisticas que has estudiado desde los
cursos pasados y en tu cuaderno realiza una lista que comparards con dos o
tres companeros.

Conceptualizacion

Haciendo una recopilacion de lo estudiado en cursos anteriores, a cerca de
las medidas usadas en estadistica, tendremos en cuenta lo siguiente:

Las medidas descriptivas se dividen en dos grandes grupos, las medidas de
tendencia central y las medidas de dispersién o variacién.

Las medidas de tendencia central corresponden a aquellas que nos dan
una idea de los valores medios, valores centrales o mas frecuentes de una de-
terminada distribucién de valores. La media, moda y mediana son ejemplos
de ellas.

Recordemos lo que significan:

* La media aritmética o promedio, es la medida de tendencia central mas
utilizada, un ejemplo de esta utilizacién, es el sacar el promedio de las
notas de una materia. Esta medida de tendencia central es un dato que se
ubica en el centro de los daos y representa las caracteristicas del grupo.
Podemos decir que esta medida es el punto de equilibrio del conjunto de
datos. Recuerda que se representa con el simbolo X .

* La mediana es el dato que divide un conjunto de datos en dos partes pro-
porcionalmente iguales. Se representa por: X .

* La moda es el dato que mas se repite. Se puede representar de dos formas
Moy X, pero la mas utilizada es la primera.
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Las medidas de dispersion son aquellas que nos informan sobre el grado
de variabilidad o variacién presente en un grupo de datos u observaciones y
como ejemplo tenemos al rango, varianza, desviacién estandar, desviacion
media y el coeficiente de variacién.

Otros autores hacen la siguiente clasificacion:

Las medidas de centralizacion sirven para determinar los valores centrales
de la distribucién o conjunto de datos. Estas son moda, media y media arit-
mética o promedio.

Las medidas de dispersién dan una idea sobre la representatividad de las
medidas centrales, a mayor dispersién menor representatividad. Ellas son: va-
rianza, desviacion estandar y desviacion media.

Las medidas de localizacién son Utiles para encontrar determinados valores
importantes, para una “clasificacion” de los elementos de la muestra o pobla-
cion. Ellas son los cuartiles, deciles y percentiles.

Resumiendo:

Estadistica: es la rama de la matematica que nos permite recoger, organizar
y analizar datos. Existen dos conceptos importantes dentro de la estadistica que
nos permiten analizar y estudiar dichos datos, estos son: poblacion y muestra.

Poblacién: es el conjunto de datos que caracteriza el fenémeno que se
desea estudiar.

Muestra: es un subconjunto de la poblacién a estudiar, el cual es necesario
que sea representativo de toda la poblacion.

Gréfica: es una representacion de la relacién entre variables, muchos
tipos de graficos aparecen en estadistica, seglin la naturaleza de los datos
involucrados y el propésito de la grafica, es la de representar los valores
tabulados obtenidos de los muestreos o los datos del total de la poblacioén.
Las graficas mas usadas son: pictogramas, barras, histogramas, poligonos de
frecuencias y graficas circulares.

Distribucion de frecuencia: Al resumir grandes colecciones de datos, es (il
distribuirlos en clases o categorias, y determinar el nimero de individuos que per-
tenecen a cada clase llamado frecuencia de clase.

Una disposicion tabular de los datos por clases, junto con las frecuencias
correspondientes de clase, se [laman distribuidores de frecuencia o tablas
de frecuencia.
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Analicemos el caso siguiente:

En un taller de automdviles, su duefio quiere realizar un estudio para saber
que el taller se puede sostener sin tener pérdidas, para esto, ha establecido
que el promedio de carros que debe entrar diario de lunes a domingo, para
poder pagar a sus empleados debe ser minimo de 5 carros o mayor, para esto
tomé los siguientes datos en una semana de lunes a domingo:

Dados los datos de carros que entran de lunes a domingo en su orden:
3,5,2,7,6,4,9.

Para poder responder a la pregunta del duefio, es necesario establecer un
estudio estadistico que me permita responder a la pregunta. Para esto, es ne-
cesario calcular:

La moda, la mediana y la media.

La varianza, |a desviacion media y |a desviacion tipica.
Los cuartiles 1°y 3°.

Los deciles 2°y 7°.

Los percentiles 32 y 85.

® oo ow

Solucién
a. Moda: no existe moda porque todas las puntuaciones tienen la misma
frecuencia, es decir no hay nimeros que se repitan.

Mediana 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9. Me = 5 porque es el dato que queda en el cen-
tro del conjunto ordenado.
Conclusion: el 50% de los dias que se abri6, 5 carros o menos fueron al taller.

Media aritmética, media o promedio

Fa 2+3+4+§+6+7+9 5143

Suma de todos los valores, dividido entre el nimero total de dato.

Conclusién: durante los siete dias, en promedio fueron 5.143 carros al
taller y puede redondearse a 5.
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b. Varianza

oo 24344454 64 7+9 _ 3143

7

La varianza es la media aritmética del cuadrado de las desviaciones res-

pecto a la media aritmética de una distribucién estadistica. La varianza se
representa por o2 o por S%.

La Desviacion tipica o Estandar es la raiz cuadrada de la varianza.
Luego va esa igualdad.

0 =+v4.978 =2.231

Desviacion media:

Es la sumatoria de las diferencias entre los datos y la media, dividida entre
el nimero de datos.

J _‘2—5.143‘+‘3—5.143‘+‘4—5.143‘+‘5—5.143‘+‘6-5.143‘+‘7-5.143‘+‘9—5.143‘

=1.878
X 7
Rango:
Rango = Dato mayor - dato menor
R=9-2=7

c. Cuartiles:

2/ I4I 16/7/9

3,4,5
Q Me Q
Q, = El 25% de los dias en que se tomd la asistencia de carros, 3 carros
o menos asistieron al taller, mientras que el 75% de los dias mas de 3 carros
asistieron al taller.

Q, = El 75% de los dias en que se tomé la asistencia de carros, aproxima-

damente 7 carros o menos asistieron al taller, mientras que el 25% de los dias
mas de 7 personas asistieron.

d. Deciles:
72/10)=1.4 entonces D,=3
7 (7/10)=4.9 entonces D,=6
e. Percentiles
7 (32/100)=2.2 entonces P,=4
7 (85/100) =5.9 entonces P.=7
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Problema 2:

En la empresa de gaseosas el manantial, un trabajador considera que una
de las dos mdquinas que tiene la empresa, se encuentra danada pues en las
botellas de su producto estrella, no estan saliendo los 470cc que se ofrecen.
Como el trabajador quiere saber cudl de las maquinas estd dafada, escoge
una muestra de 10 botellas llenas de cada maquina, mide su contenido y
anota en la siguiente tabla.

Maquina 1 |470 |453 |465 |460 |458 |468 |465 |470 |467 |455
Maquina 2 |460 (445 |470 | 455 |465 463 |470 (487 |445 (470

Lo primero que tenemos que hacer, es hallar la media de la muestra que se
tomd de las dos maquinas, para poder establecer un elemento de juicio para
saber que maquina tiene el menor promedio de Ilenado.

Es el promedio de c.c. con el cual la maquina 1 Ilena las botellas.

= 470 +453 + 465+ 460 + 458 + 468 + 465 + 470 + 466 + 455

XMéquina 17 10
v 4,630 _ Es el promedio de c.c. con el cual la maquina 1
Méquina 1 10 [lena las botellas.
_ 460 + 445 + 470 + 455 + 465 + 463 + 470 + 487 + 445 + 470
XMa’quina 2 = 10
X 4,630 _ 463 Es el promedio de cc con el cual la maquina 2 llena
Aquina 10 las botellas.

De esta manera, podemos observar que la media aritmética no es un elemen-
to vélido de conocimiento para saber cudl es la maquina que estd danada.

Utilizaremos la desviacién estandar que nos permitird observar cudl es la
dispersion de los datos con respecto a la media.

desviacion estandar
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Maquina 1

s. \/(470 -463)" +(453-463) +(465-463)" + (460 - 463)" + (458 - 463 )’ + (468 - 463 )" + (465 -463)" + (470 - 463) + (466 - 463" + (455 - 463)°
- 10

10

S—\/49+100+4+9+25+25+4+49+9+64

10
s [238
10

S$=433.8
S =5.81

Maquina 2

\/(460 ~463)° +(445-463) + (470 - 463)° + (455 -463)" + (465 - 463 )’ + (463 -463)° + (470 - 463’ + (487 - 463)° + (445 - 463’ + (470 -463)°
10

S_\/9+64+49+64+4+O+49+576+64+49
10
fe80
10

S=

S=88

S$=9.38

Como resultado tenemos, que la desviacion estandar de las maquinas son:
mdaquina 1: S=5.81 y lamaquina 2: S=9.38, es asi como podemos concluir
que la maquina 2, es la que tiene mayor dispersion. De esta manera, podemos
deducir que es la maquina que se debe enviar a reparacion.
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Aplicacién

En tu cuaderno resuelve los siguientes ejercicios y analizalos con tus companeros.

1. El maestro de musica de la escuela de Luna nueva, ha conformado una
banda con sus 20 estudiantes quienes tienen edades que oscilan entre los
11y los15 anos.

Las edades son:

14 15 11 13 14 14 12 15 15 14 13 14 12 11 14 14 13 12 14 15
Sigue cada instruccion:

1. Ordena la distribucién de edades, de mayor a menor.
2. Construye la tabla de frecuencias.
3. Senala la mediana (Me).
4. ldentifica la modas o modas, si las hay.
5. Expresa el rango de la distribucion.
6. Encuentra los cuartiles.
7. Calcula la varianza.

8. Encuentra la desviacién tipica.

9. Calcula la desviacion media.

10. Representa la distribuciéon dada en un histograma.

2. Una empresa petrolera desea contratar a una persona que sea quien dirija
las inversiones en la ciudad capital, para esto, ya solo dos aspirantes estan
en la etapa de las dltimas pruebas y los resultados de cada una, se mues-
tran a continuacion:

Prueba 1 | Prueba 2 | Prueba 3 | Prueba 4 | Prueba 5 | Prueba 6 | Prueba 7 | Prueba 8 | Prueba 9 Prl;gba
Aspirante
1 9.5 8.3 8.7 9.1 9.3 9.7 8.7 9.2 9.8 10
Aspirante
9 10 10 8.0 9.2 9.8 7.0 9.5 9.8 9.8 9.5

;Qué aspirante elegiria usted para quedarse con el cargo?
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Entendemos por...

Medida a la expresion comparativa de las dimensiones
o cantidades, también podemos decir que es la unidad u
objeto que sirve para medir.

Dia a dia

Medicion indirecta

En el momento en el que una persona esta
determinando la proporcion establecida entre la
dimension de un objeto y la unidad de medida, se esta
llevando a cabo el procedimiento de medicion, siempre y
cuando dicha dimension y dicha unidad cuenten con una
idéntica magnitud.

Cuando se efecttia la medicion, nunca se esta exento
de que se generen errores en el analisis. Por otro lado,
hay dos tipos de medidas: directas e indirectas, ambas
susceptibles al surgimiento de errores.

En el primer caso, una medida directa es que aquella
que se produce con la disposicion de un instrumento

de medida que puede obtener el peso de la masa. Por
esta razon, cuando se quiere efectuar una medicion

de la distancia que hay entre un punto “a” y un punto
“b” se puede realizar de manera directa solo cuando
disponemos de dicho instrumento.

En segundo término, tenemos las medidas indirectas,
que se realizan con instrumentos de medicion indirecta,
el tema que nos ocupa. La misma se produce cuando
es imposible, desde ya, realizar una medicién directa
del peso, debido a que no poseemos la instrumentacion
necesaria como para realizarla. Esto se debe, a que el
valor que se quiere medir es o bien demasiado grande,
0 bien demasiado pequefio, e incluso porque surgen
una serie de obstaculos de otra naturaleza que frenan
el pesaje. Pero para contrarrestar estas limitaciones, el
proceso indirecto lo que hace es medir una variable, al
tiempo que se puede calcular otra variable distinta que
nos interese.

En la vida del campo existen muchas mediciones
indirectas, por ejemplo medir una longitud de terreno con
los pasos.

Tomado de: http://www.basculasbalanzas.com/instru-
mentos-de-medicion/medicion-directa-e-indirecta.html

Diversién matematica

La simpatica media aritmética

Diviértete con tus amigos resolviendo el acertijo:

La edad media de las siete primeras personas que
acudieron al cumplearios del abuelo de Blanca es de
21 afios.

Después llegaron Luis y Ana, y la edad media crecid a
23 afos.Y al llegar el abuelo de Blanca, la edad media
fue de 29 afios. ;Qué edad tiene el abuelo de Blanca?

Capitulo 1. Andlisis e interpretaciéon de datos
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Capitulo 2

Combinatoria y probabilidad

El deseo de la humanidad de conocer los eventos
futuros, origind el concepto de probabilidad.

El estudio de las probabilidades interesé a los
jugadores y partidarios de los pasatiempos. Pos-
teriormente, se perfeccionaron las técnicas y a la
probabilidad se le dio otros usos.

En la actualidad, se ha continuado el estudio de
nuevas metodologias que han permitido maximi-
zar el uso de la computacion en el estudio de las
probabilidades disminuyendo, de este modo, los
margenes de error en los célculos.

se estudia mediante la
aplicacion de los
|

C Factoriales )

La probabilidad de ocurrencia de un suceso
puede definirse como la proporcién de veces que
ocurriria dicho suceso si se repitiese un experi-
mento o una observacioén en un nimero grande de
ocasiones, bajo condiciones similares. Por defini-
cién, entonces, la probabilidad se mide por un nd-
mero entre Cero y uno: si un suceso nNo ocurre nun-
ca, su probabilidad asociada es cero, mientras que
si ocurriese siempre su probabilidad seria igual a
uno. Asi, las probabilidades suelen venir expresa-
das como decimales, fracciones o porcentajes.

[ N\

definidos como

I
(n!=1x2x3x4x...x(n-1)xn>
( variaciones )—

( permutaciones

)
)

( combinaciones

operados y
| simplificados en

aplicados al calculo del ——————————

( Espacio muestral )—
( Regla de Laplace )’
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Tema 1. Aplicacion del factorial
de un numero

Indagacion

El grupo de baile “Paso de Tumbao”, esta conformado por seis integrantes: tres
mujeres y tres hombres. Escribe las posibles parejas que se pueden formar.
Cada pareja se compone de un elemento rojo y un elemento verde, los cuales
corresponden a mujer y hombre respectivamente.

Conceptualizacién

Sabemos que n! factorial es el producto de todos los nimeros desde 1 hasta
el nimero dado.

Segln hemos visto en el curso anterior, podemos decir simbdlicamente:
nl=1x2x3x4x..x(n-1)(n)
Recordemos que:

Por definicién 0!=1
1'=1
20=1x2=2
31=1 x2x3=6
41=1x2x3x4=24
5'1=1x2x3x4x5=120

n!=1x2x3x4x5x6x7Tx...x(n-1)xn

Propiedad: El factorial de cualquier nimero es igual a él, por el facto-
rial de su antecesor.

En general: Podemos decir que n! = n(n-1)!

El factorial de un nimero n es el producto de todos los factores decre-
cientes a partir de él, hasta llegar a la unidad. El factorial de un niimero
se escribe n!, siendo n cualquier nimero entero positivo.

(& J
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Podemos aplicar los factoriales en las variaciones, permutaciones y en general
en las combinaciones.

Variaciones

Un arreglo ordenado y sin repeticion se denomina variacion ordina-
ria o variacion sin repeticion.
Un arreglo ordenado y con repeticién se denomina variacién con repeticion.

En las variaciones ordinarias de m elementos tomados de n en n (m > n) a
los distintos grupos formados por n elementos de forma que: No entran todos
los elementos, si importa el orden y no se repiten los elementos.

V; =m(m-1)(m-2)(m=-3)...m-n+1)

También podemos calcular las variaciones mediante factoriales:
Vn m!
" (m-n)!
Las variaciones se denotan por V. o Vm,n

Ejemplo:

Calcular las posibles variaciones de dos elementos que se pueden estable-
cer con las letras m,p y q.

Las posibles parejas son:

(m,p),(m,q),(p,m),(p,q),(g,m) y (q,p) en este caso las parejas (m,q) y (q,m)
son distintas:

m!

Simbolicamente: /', “mml

es decir; como m=3 y n=2, entonces:

2 3! 31 3x2
V3 - -
B-2)! 1 1

Las posibles variaciones de dos elementos que se pueden establecer con las
letras m, p y g son seis.

Variaciones con repeticion
Se Ilama variaciones con repeticion de m elementos tomados de n en n a los
distintos grupos formados por n elementos de manera que:

No entran todos los elementos si m > n. Si pueden entrar todos los elemen-
tossim<n

Si importa el orden.
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Si se repiten los elementos.
VR, -
Ejemplo:

;Cuantos nimeros de tres cifras se puede formar con los digitos: 1, 2, 3, 4
y 5¢ matemdticamente:

VR, =m" , donde m=5y n=3;
3
Entonces: VR;= 53= 5x5x5=125

De esta manera se pueden formar 125 ndmeros de tres cifras con los digi-
tos 1,2,3,4y 5.

Permutaciones

Llamamos permutacion de un conjunto a cada una de las posibles ordena-
ciones de todos los elementos de dicho conjunto, de tal forma que: si entran
todos los elementos, si importa el orden y no se repiten los elementos.

P =n!
Por ejemplo:
Dado el conjunto {1, 2, 3}, es posible ordenar sus elementos, sin repetirlos.

{1,2,3},{1,3,2},{2,1,3},{2,3,1},{3, 1,2} y {3, 2, 1}.
Existe un total de 6 permutaciones para estos elementos:

Permutaciones circulares

Las permutaciones circulares se utilizan cuando los elementos se han de or-
denar “en circulo”, (por ejemplo, los comensales en una mesa), de modo que
el primer elemento que “se sitie” en la muestra determina el principio y el

final de muestra.

PC,= P,= (=D

Ejemplo: ;De cudntas distintas formas pueden sentarse ocho personas alrede-
dor de una mesa redonda?

PCy = P, , = (8-1)!=T=5040

Permutaciones con repeticién

Las permutaciones con repeticion de m elementos donde el primer elemento se
repite a veces, el segundo b veces, el tercero c veces, ....m=a+b+c+..=n)
son los distintos grupos que pueden formarse con esos m elementos de forma que:
Si entran todos los elementos, si importa el orden, si se repiten los elementos.

ot P
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Ejemplo

En el asta de un barco se pueden izar dos banderas blancas, tres banderas
azules y cuatro banderas verdes. ;Cudntas sefiales distintas pueden indicarse
con la colocacién de las nueve banderas?

El nidmero de senales distintas es:

PR - P, dondea=2,b=3y c=4

a! xb! xc! x...

Entonces: 9
2,3,4 _ .

!
=———=1,260
PR, 2! x3! x4! !
Recordemos que P,=n!/
Por lo tanto el barco puede enviar 1,260 senales distintas.

Combinaciones

Se llama combinaciones de m elementos tomados de n en n (m > n) a todas
las agrupaciones posibles que pueden hacerse con los m elementos de for-
ma que: no entran todos los elementos, no importa el orden, no se repiten
los elementos.

n
C” = &
m
P,
También podemos calcular las combinaciones mediante factoriales:
Cn _ m!
" nl(m-n)!

Ejemplo

Mariana tiene 6 amigas y desea invitarlas a ce-
nar, pero solo puede invitar a 4 simultdneamente.
sCuantos grupos distintos de invitadas pue-

de tener?

Hay 15 grupos distintos de invitadas a cenar

Combinaciones con repeticion

Las combinaciones con repeticiéon de m elementos tomados de nenn (m>n),
son los distintos grupos formados por n elementos de manera que: no entran
todos los elementos, no importa el orden vy si se repiten los elementos.

CR.A("",

m+n—-1\  (m+n-1)!
)_ nl(m—-n)!
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Ejemplo: ( )

Los distintos grupos formados con los digitos Entendemos por...
del 1 al 5, en subgrupos de 4, en los que 2, 3 o Combinacidn el nimero de subconjuntos que se
los cuatro elementos podrian estar repetidos, estan pueden extraer de un conjunto dado.
dados por en la expresion siguiente: \ J
CR:=(5+4—1)!= 8! =8x7x6x5x4x3x2=1,680 ( )

415-4 4x1 4X3x2 Diversion matematica
Copia en tu cuaderno los siguientes ejercicios y Tres hombres desean cruzar un rio con tres nifios, pero en
después de analizarlos y resolverlos compara tus la barca en que viajaban solo se permite cruzar el rio a un
respuestas con las de algunos compaferos. hombre o dos nifios cada vez.
¢C0mo haran para cruzar el rio?
Aplicacién

1. ;Cudntas palabras se pueden formar con las .

letras de “FINCA”?

2. ;Cuantos nimeros de tres cifras pueden for-
marse con los 4 primeros nimeros pares del
conjunto de los nimeros naturales?

3. ;Cudntos partidos se juegan en un torneo con- Dia a dia
formado por 6 equipos? Los cocteles sin alcohol
4. ;De cuantas formas diferentes se pueden cubrir Tradicionalmente un

los cargos de presidente, secretario y tesorero coctel es una mezcla o
de una junta de acciéon comunal sabiendo que combinacién de licores.
hay 7 posibles candidatos? Hoy, se han puesto de moda los cocteles sin alcohol,
5. En la heladeria le ofrecen a Martha conos de que en general tienen un aspecto muy similar a los
tres sabores, si la heladeria dispone de 5 sabo- cocteles tradicionales, con la diferencia de que no
res, ;Cudntas variaciones de sabores hay? utilizan ningun tipo de bebida con alcohol, por lo que
6. Pedro, Mario, Maria y Natalia se retinen a son aptos para cualquier tipo de persona, incluso para
dialogar en la cafeteria, si la mesa es redonda, los nifios.
;De cudantas formas distintas se pueden sentar? Los cécteles sin alcohol son en su mayoria frutales,
aunque no se descarta la posibilidad de un coctel sin
Calcula las operaciones: alcohol con crema de leche o café.
La decoracion de los cocteles debe ser estimulante y
7. 7! =5! atractiva, jamas extravagante.
En general los cocteles refrescantes con base en frutas
8. 32+ (1) permiten mas elementos decorativos que los otros
Q1 tipos de bebidas, algunas ideas son sombrillitas, gajos,
9. — rodajas o cascaras de frutas y nunca olvidar un agitador
6! a tono del coctel.
10 (4-2)! 31 Tomado de: http://bebidasycocteles.com/cocteles-sin-
Lo T alcohol

31 21
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Tema 2. Probabilidad de la ocurrencia
sucesiva de eventos

Indagacion

Algunos de los conceptos que abordaremos, ya son conocidos de los cursos an-
teriores, y a partir de ellos construirds otros nuevos. Recordaremos aqui lo visto:
Piensa en la experiencia aleatoria al hacer los lanzamientos:

a.  Una moneda
b. Undado

En cada caso, ;qué posibilidades pueden ocurrir?
Escribe en tu cuaderno las posibles respuestas y después compara
y analiza con tus companeros.

Conceptualizacién

La moneda puede caer en cara o en sello y el dado puede caer en uno de los
nimeros 1, 2,3,4,5 0 6.
A cada uno de estos sucesos se le llama suceso elemental, ademas, tanto en el
caso de la moneda, como en el caso del dado se trata de sucesos equiprobables.
Los sucesos equiprobables son aquellos que tienen la misma probabilidad
de ocurrir. La probabilidad de ocurrencia la calculamos por la aplicacién de
la regla de Laplace.

Recordemos que para sucesos elementales como los de la moneda o los
del dado, la Ley de Laplace, se expresa como:
1

Numero de sucesos elementales

P(de cada suceso elemental) =

Si la moneda no esta alterada, la probabilidad de que caiga cara es:
1
P(cara) = —
(cara) = 1

Caiga cara o caiga sello, la misma probabilidad es la misma.
Si el dado no esta cargado, la probabilidad de que caiga uno

: . . . 1 .
190 cualquiera de los nimeros de 1 a 6 es siempre igual a —. Por ejem-
6
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plo, la probabilidad de que salga 1 es: P(1) = y tanto 1 como 2, 3, 4,

N =

5 0 6 tienen la misma probabilidad de salir.

Calculo de probabilidades
Analicemos:

;Cual es la probabilidad de todos los sucesos elementales asociados a un
experimento?

En el caso del lanzamiento de la moneda, hemos visto que hay dos sucesos
elementales posibles: cara y sello.

P(cara) + P(sello)

2

2 2

En el lanzamiento de un dado, jcudles son los sucesos elementales posibles?
Son seis: sacar 1, sacar 2, sacar 3, sacar 4, sacar 5 y sacar 6.
Si el dado es correcto, cada uno de estos sucesos es equiprobable, entonces:

P(1) +P(2) +P(3) +P(4) +P(5) +P(6)

- - + + +

r_1_,
6 6

|~

ryr, 1
6 6 6 6

La suma de las probabilidades de todos los sucesos elementales asociados
a un experimento aleatorio es 1.

;Cudl es la probabilidad de no sacar 3?
La probabilidad de no sacar 3 es igual a sacar cualquiera de los nimeros

menos 3.
1
La probabilidad de sacar 3 es P(3) = P
Como la suma de las probabilidades es 1, entonces, la probabilidad de no
sacar 3 es:
6 6 6 6
En general:

La probabilidad de ocurrencia de un suceso es la suma de las probabilidades
de los sucesos elementales que la componen.
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Probabilidad de eventos combinados. Regla de la suma
Veamos la siguiente situacion:

En una caja se tienen diez tarjetas numeradas del 1 al 10. Se extrae una tar-
jeta 'y se quiere determinar:

a. La probabilidad de extraer una tarjeta que tenga el nimero 4.

b. La probabilidad de sacar el nimero 9.

c. La probabilidad de elegir al nimero 4 6 9.

Solucioén

El espacio muestral (EM o S) es el conjunto de tarjetas:
EM=S5=1{2,3,4,5,6,7,8,9, 10}

El ndmero de elementos del espacio muestral es n (EM) = n(S) = 10.

La regla de Laplace nos dice que la probabilidad de sacar una tarjeta cual-

quiera es:

P(A) _ SUcCesos esperados

sucesos posibles
1
La probabilidad de sacar la tarjeta con el nimero 4 es P(4) = 1o Porque
solo hay una tarjeta con ese nimero entre 10.

La probabilidad también puede expresarse en forma decimal o en for-
ma porcentual.
Asi: P(4) = % =0.10=0.10 x 100 =10%
Como de cada nimero hay una tarjeta, entonces cada una de ellas tiene la
misma probabilidad de salir.

P(9) = % =0.10=0.10 x 100 =10%

En c) se pide la probabilidad de que la tarjeta que se extraiga tenga el ni-
mero 4 o el ndmero 9. Cuando esto sucede, se suman las probabilidades de
los eventos ya que «extraer 4» excluye la probabilidad de «extraer 9», esto es:

P(A 0 B)=P(A) + P(B)

PAo09)=— +—
10 10
2
P409)= —
(409) 0
1
192 P(409):§
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Esta probabilidad indica que puede suceder uno de los dos eventos mutua-
mente excluyentes; esto es, que salga la tarjeta con el nimero 4 o que salga
tarjeta con el nimero 9.

Podemos concluir que:

Cuando dos eventos no pueden ocurrir simultaneamente al realizar un
experimento, se dice que éstos son mutuamente excluyentes o inde-
pendientes y para terminar la probabilidad de dos eventos de este tipo
se suman las probabilidades de que ocurra cada evento.

Diagrama de arbol

Una buena estrategia en la resolucién de problemas es hacer una representa-
cién grafica que esquematice y resuma la situacién planteada y quizas visua-
lice caminos de solucién.

Una de estas representaciones es el diagrama de arbol, Ilamado asi por-
que presenta divisiones y subdivisiones parecidas a ramas, brotes y hojas de
un arbol.

Resulta muy util a la hora de contar casos que se pueden dar en una
cierta situacion.

El diagrama de drbol es una forma de conocer el nimero de posibles
resultados o arreglos que se pueden hacer con varios eventos, como en la
siguiente situacion:

Dos nifas estan jugando y una debe adivinar el arreglo que a otra haga con
tres canicas de diferente color, cuando éstas caigan en tres huecos alineados
(roja, blanca y amarilla).

;Cuantos posibles arreglos se pueden hacer con esas canicas?

Esto se puede representar a través de un diagrama, el cual se llama de arbol
por la forma que adquiere.

Observa el diagrama que muestra dichos arreglos, segin el hueco que
ocupe cada canica.

CANICAS
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En el siguiente caso no es importante el orden:

Se desea comprar un reloj y la tienda ofrece cuatro marcas diferentes y tres
modelos de cada una.

;Cudntas opciones se tienen para elegir un reloj?
;Qué probabilidad se tiene de elegir un reloj de la marca 1 y modelo 3?

9

M, @
O

(U

(3

(0

M, @
O

(0
DO
O
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1
La probabilidad de elegir un reloj de marca 1 y modelo 3 seria de It

Ahora observa otro ejemplo en donde el experimento es sin reemplazo, es
decir, sin que existan las mismas posibilidades, para cada tarjeta.

En cierta escuela se va a rifar una enciclopedia entre 10 de los alumnos mas
sobresalientes de primero, segundo y tercer grado. Hay 4 alumnos de tercero, 3
de segundo y 3 de primero y sus nombres se colocan en un papel depositandolos
en una urna.

La rifa se hace por eliminacion, ;cual es la probabilidad de que un alumno de
segundo grado gane la rifa en el cuarto intento?

Aqui el total de eventos son 10, ya que ése es el total de alumnos que parti-
cipan en la rifa:

Probabilidad que tienen los alumnos de tercer grado: P (T). Probabilidad de los de
segundo grado: P (S).

Probabilidad de los de primer grado: P (Las probabilidades que tienen los
alumnos, antes de iniciar la rifa, son:

4
P(T) =
3
PS)=5
3
P(P) =

Si en la primera extraccién se sacé el nombre de un alumno de tercer grado
y la rifa es por eliminacién o sin reemplazo, entonces, para determinar las pro-
babilidades se tiene lo siguiente:

Total de alumnos =9
Alumnos de tercero =3
Alumnos de segundo 3
Alumnos de primero =3

Las probabilidades son ahora: ~ P(T) =%
2

PS)=¢

1

P(P) ==

En la segunda extraccién se elimina el nombre de un alumno de primero.
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Entonces, el total de alumnos es de 8 y disminuye en uno los alumnos de
primero, con lo que las probabilidades son:

3
P(T) =3
3
P(S)=3
2
P(P)=~

En la tercera se extrae el nombre de un alumno de segundo; asi pues, las
probabilidades son:

3
P(T)=>
2
PS)=
2
P(P)=3

Y en la cuarta extraccion se escoge el nombre de un alumno de primero,
siendo las probabilidades:

3
P(T) =2
2
P(s)==
1
P(P) =~

De aqui se tiene que la probabilidad de que un alumno de segundo grado
gane la rifa en el cuarto

| q 2 1
ntento es de: — =~
6 3
De este ejemplo se observa que, cuando un experimento se realiza sin
remplazo, las probabilidades varian después de que sucede un evento.
Con base en los ejemplos mostrados se concluye que:

El experimento de la urna de Bernoulli consiste en determinar la proba-
bilidad de que un evento ocurra con o sin reemplazo.

Lee y analiza el siguiente texto. Invita a tus companeros(as) de grupo.
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Simulacién en problemas
El siguiente ejemplo, ilustra la simulacién de problemas de azar empleando
una urna de Bernoulli, con reemplazo, lo cual permite dar una idea aproxima-
da del comportamiento de un experimento.

El sefior Rosas vende enciclopedias, los datos de ventas le han permi-
tido establecer que cada vez que visita un cliente tiene una probabilidad

de l de hacer una venta de $1,000,000, una probabilidad de z de hacer
5

5
una venta de $500,000 y finalmente una probabilidad de no vender es
2
de —-.
5

Si el sefior Rosas tiene programado visitar diez clientes, ;cudnto vendera?

Para simular este problema, se emplea el experimento de la urna de Ber-
noulli con reemplazo; esto es, se colocan tantas canicas de diferente color en
una urna (o caja) como eventos se tengan.

Para este ejemplo, una canica roja representa la probabilidad de hacer una
venta de $1,000,000, dos canicas blancas la probabilidad de hacer una venta
de $500,000 y dos canicas verdes la probabilidad de no efectuar ninguna venta.

Se extrae al azar una canica y se repite la experiencia diez veces (debido a que
estos son los clientes que visitard), registrandose los resultados obtenidos.

Con ello se puede tener una idea de lo que, quizd, ocurra cuando el sefior
Rosas visite a sus clientes.

Al efectuar el experimento se tienen los siguientes datos:

C“ente 2(3|4|5|6(7([8| 9 |10]Total
Evento
Catnlca N WVs v 3
roja
Canica v S0 v 4
blanca
Canica v Va4

3
verde

De la tabla de datos, se observa que la canica roja sali6 tres veces, esto indi-
ca que probablemente vendera $3,000,000; como la canica blanca salié cuatro
veces, tal vez venda $ 2,000,000. Por tltimo, la canica verde sali6 tres veces,
por lo que tal vez no realice venta alguna:

Esto da una idea aproximada de lo que quiza suceda si el sefor Rosas visita
a sus clientes.

Este tipo de modelo se puede aplicar a otros problemas y con ello determi-
nar la probabilidad de que un evento ocurra en un experimento.

La simulacién tiene una gran aplicacién en la ingenieria y suele hacer-
se con programas de computador, por citar un ejemplo. Antes de probar un
avion, se efectda en tierra un simulacro de vuelo, en caso de que haya fallas
se corrigen para evitarlas cuando el avién vuele. 197
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La simulacién es una técnica empleada para realizar experimentos con
ciertos tipos de modelos matematicos que describen el comportamiento de
un determinado sistema operativo.

Probabilidad condicional

Quién no ha oido expresiones como las siguientes:
Si haces la tarea, vas a la fiesta.
Si llueve pronto, se echard a perder la siembra.
Si otorga el préstamo el banco podremos sembrar.
La probabilidad de que al lanzar un dado caiga

6esl;

, 1 ,
es decir, P(6) = 6 puesto que el espacio muestral es 1, 2, 3, 4, 5, 6; pero al
condicionar el evento a la probabilidad de un nimero mayor que 2, éste y el
uno quedan excluidos del espacio muestral y se modifica la probabilidad

P (6) después de n > 2 para ser ahora igual a 1

4
A este tipo de probabilidad se le conoce como probabilidad condicional.

Calculo de la probabilidad de eventos combinados

;Cuantos juegos de azar conoces? 4. Analiza este hecho de otra manera.

sAlguna vez te has preguntado cémo podrias La propabilidad de obtener 1 en el primer
calcular las posibilidades que tienes de ganar en dado es —
cualquiera de ellos? 6

Ahora juega a ganar conociendo las posibilida- sCual es la probabilidad de obtener 1, en el
des que tienes. segundo dado?

) Con tus c.ompaﬁeros organiza un equipo y dis- 11 1

poénganse a jugar lanzando dos dados. Observa que gxg =3
1. Al lanzar los dos dados y sumar los niimeros Compara este resultado con el obtenido en 3.

representados, ;qué valores puede tomar la suma?
Realicen 30 lanzamientos y registren los resultados 5. ;Estarias de acuerdo con la siguiente conclusién?
El experimento de obtener dos unos en el

2. ;Cual es el resultado menor?, lanzamiento de dos dados puede considerarse
;Cudl el mayor? como la composicién de otros dos:
;Obtuvieron esos resultados?

;Cuantos sucesos elementales resultan? P (dos unos) = P (uno en el Ter. dado) x P (uno en
el 2° dado)

3. ;De cudntas maneras se puede obtener dos unos?
;Cual es entonces la probabilidad de obtener
dos unos, al lanzar dos dados?
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Regla del producto
El concepto de probabilidad nace cuando algunos aficionados a los juegos de
azar deciden estudiar las oportunidades que tienen de ganar. Asi, se realizan
experimentos y se obtienen reglas que actualmente se aplican en muchas
situaciones en donde interviene el azar.

La regla del producto es una de las muchas que han surgido de esos expe-
rimentos y ahora corresponde ver en qué consiste.

Analiza el siguiente ejemplo:

En una urna hay 15 tornillos, de los cuales 5 son defectuosos. Calcular la
probabilidad de que al sacar 3 tornillos al azar, éstos no sean defectuosos.

s . . 1

La probabilidad de que el primer tornillo no sea defectuoso es — ,
pues son 10 tornillos no defectuosos. 15

Si el primero no es defectuoso, la probabilidad de que el segundo no lo sea es

9 .

de v los casos favorablesson 9 de los 14 posibles, jpuesto que yase hasacado
un tornillo! Y por dltimo, si los dos primeros no salieron defectuosos, la

8
probabilidad de que el tercero tampoco lo sea es de 3

Un diagrama de arbol nos ayuda a visualizar el experimento:

Primera
10 extraccion 5
15 \_o
Tornillo no Defectuoso
defectuoso
Segunda
9 extraccion 5
14 14
No
defectuoso Defectuoso
Tercera
8 extraccion 5
13 13
No
defectuoso Defectuoso

P (3 tornillos no defectuosos) = Exixﬁ = 720 - 24

15 14 13 2,730 91
199
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Observa un hecho importante en cada bifurcacién: la suma de las proba-
bilidades es 1.
En sintesis, se puede decir que:

La probabilidad de dos o mas eventos (cuando no hay reemplazo) es
igual al producto de la probabilidad de cada uno, obtenida después de
cada evento.

Ahora, analiza este otro ejemplo:
En un archivo hay 14 tarjetas blancas y 6 azules. Calcular la probabilidad de
sacar dos tarjetas blancas, si al extraer la primera, ésta se reintegra al archivo.

La probabilidad de que la primera sea blanca es ;—?) pues nuevamente en

el archivo hay 20 tarjetas de las cuales 14 son blancas.

14 14 196 49

20720 400 100

De lo anterior se concluye que:

(" La probabilidad de dos o mas eventos (cuando si hay reemplazo) es igual al
\_ producto de las probabilidades de ambos eventos independientes.

Aplicacién

Intégrate a un equipo y con cuaderno y ldpiz a la mano, resuelve los proble-
mas que se presentan a continuacion. Compara tus resultados con los obteni-
dos por tus comparieros de otros grupos.

1. Los pesos de 40 estudiantes son:

60, 60, 65 55 63 48, 45 38 47, 65
50, 59, 54, 52, 56 57, 48, 49, 50, 50
36, 47, 62, 63, 47 52, 76, 74, 65 50
61, 59, 58, 45 49 52, 52, 52, 48, 48

a. Calcula la media de estos datos.
b. Agrupa los datos en intervalos:

(35.5— 42.5) (42.5—-49.5)  (49.5— 56.5)

(56.5 — 63.5) (63.5—-70.5) (70.5-77.5)
200
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Haz una tabla de frecuencias f, calcula el valor central de cada intervalo x.
Anota en ella los productos f, x, y encuentra la media de datos agrupados.

c. Compara los valores de la media obtenidos en a) y b), ;qué observas?
sEncuentras ventajas en el procedimiento de datos agrupados?

d. Construye el histograma con los datos agrupados, localiza la media en
la grafica.

2. Si en un juego de domind se tienen boca abajo las siguientes fichas,
determina las cuestiones sefialadas.

B o o ‘e o B
° °
o o o o
‘o o|o o) (o o
°
o ole o ° °
° o o
° °
ole o

a. ;Cual es el espacio muestral?

b. ;Cudl es la probabilidad de obtener una ficha en la que una de sus partes
tenga el nimero 5?

c. ;Cual la de obtener una ficha cuyos nimeros sumen 5?

d. ;Cudl es la probabilidad de que si una persona toma una ficha ésta
sea blanca?

e. Sila primera persona saco la ficha (5,0), ;cual es la probabilidad de que
una segunda persona levante una ficha que tenga un 4?¢

f. ;Cudl es la probabilidad de que al tomar una ficha tenga el nimero 6?

g. ;Qué nombre recibe este tipo de evento?

h. Si al finalizar quedan las fichas (3,2), (5,3), (4,1), representa en tu cua-
derno con un diagrama de arbol los diferentes arreglos que se forman
segln el orden en que salgan.

i. ;Cudntos arreglos diferentes se pueden obtener con las 3 dltimas fichas?

j. ¢Cual es la probabilidad de que al tener 5 fichas, la primera persona
saque la (5,3) y la segunda la (4,1)?

3. Completa el diagrama de arbol para conocer cuantas opciones tiene una

persona que desea comprar un equipo de sonido cuando le ofrecen cua-
tro marcas diferentes y tres modelos distintos de cada marca. 201
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;Cuantas opciones diferentes tiene esa persona?
Explica si es importante el orden en este tipo de arreglo.

4. Al preguntar a diez personas qué tipo de musica les gusta oir, contestaron lo
siguiente: dos personas, musica tropical; tres personas, musica rock; cuatro
personas, musica nortefia y una persona musica romantica.

a. ;Cudl es el espacio muestral de este experimento?

b. ;Cudl es la probabilidad de que una persona oiga musica: nortefa, tropical,
rock, romantica?

c. ;Cudl serd la probabilidad de que alguna de estas personas oiga musica nor-
tefa o tropical?

d. ;Cudl serd la probabilidad de que alguna de estas personas oiga rock
o romantica?

5. Al lanzar un dado 30 veces, ;cuantas veces caera tres?
Registra los resultados de cada uno de los integrantes del grupo en una

tabla como:
Total de Acierto |Probabilidad
lanzamiento |de 3 experimental
Luisa 30 X
Ricardo 30

a. ;Qué resultado tedrico esperabas?
;Quién de tus companeros(as) estuvo mds cerca de este resultado?
c. Si suman los lanzamientos de todo el grupo como si se tratara de un experi-
mento, realizado mas veces, jcual es la probabilidad experimental de sacar 3
202 en un lanzamiento de dado?

=3
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6. En un torneo de basquetbol participan 10 equipos, de los cuales tres son
de la zona del Pacifico, cinco de la zona del centro y dos de la zona del
norte, determina lo siguiente:

Cual es la probabilidad de que gane el torneo un equipo

a) Del centro
b) Del norte
c) Del Pacifico

Cual es la probabilidad de que no lo gane un equipo:

a. Del centro
b. Del norte
c. Del Pacifico

7. Una persona va a comprar un automovil y le comentan que con el dinero
que con que cuenta puede adquirir un automévil de cualquiera de las
siguientes marcas: Chrysler, Chevrolet, Ford, BMW, Nissan.

Cual es la probabilidad de que adquiera:

a. Un Ford
b. Un Chrysler

Cual es la probabilidad de que no adquiera:

c. Un Nissan
d. Un Chevrolet

8. En una urna hay 10 boletas, 3 rojas, 4 blancas, 2 negrasy 1 azul. De los
siguientes sucesos, ;cual es el mas probable y por qué?

a. Sacar una boleta que sea blanca o azul.
b. Sacar una boleta que sea roja o negra.
c. Sacar una boleta que sea blanca o negra.

9. En una bolsa se tienen 3 canicas rojas, 2 amarillas y 4 blancas, determina
lo siguiente (considera que el experimento es con reemplazo):

. La probabilidad de extraer una canica amarilla.

. La de sacar una canica blanca.

. La de elegir una canica roja.

. ;Cémo son las probabilidades para cada color de canica?

o 0 T o

10. En una urna hay 10 boletas: 3 son rojas, 4 blancas, 2 negrasy 1 azul.
De los siguientes sucesos, ;Cuadl es el mas probable y por qué?

a. Sacar una boleta que sea blanca o azul. 203

Capitulo 2.Combinatoria y probabilidad



204

Secundaria Activa // Ministerio de Educacion Nacional

b. Sacar una boleta que sea roja o negra.
c. Sacar una boleta que sea blanca o negra.

11. En un almacén se tienen 7 televisores, de ellos 4 son a color y 3 en blanco y
negro. Si una persona elige uno al azar, determina lo siguiente:

a. La probabilidad de elegir un televisor a color.

b. La de escoger uno en blanco y negro.

c. Si ya eligieron tres televisores sin reemplazo (uno a color y 2 en blanco y
negro), jcudl es la probabilidad de que se elija un televisor a color en el
cuarto intento?

Entendemos por...
Incertidumbre el acto o evento carente de la cualidad
de ser cierto 0 seguro.

Diversion matematica
Ayer por la tarde Juan fue a un concierto.

Guillermo pasd algun tiempo con Ana.

Jaime no vio a Carmen.

Maria estuvo en el cine.

Carmen estuvo en el teatro.

Un chico y una chica fueron juntos a un espectaculo.
Estaban también Marcos e Isabel.
¢Quién estuvo con quién y donde?
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Dia a dia

Y fumar, ;produce cancer?

Hacia 1920, se observo un gran incremento de los fallecimientos debidos al cancer
pulmonar. Aunque habia trabajos previos sobre la posible relacion entre el habito de
fumar y el cancer de pulmén, como los de Lombard y Doering (1928) y Miiller (1939), no
sera sino hasta la década de los cincuenta —con los trabajos de Wynder y Graham (1950)
y sobre todo de Doll y Hill (1952 y 1959)— que la cuestion cobrara verdadero interés e
incluso propiciara agrios debates en la opinion publica.

Este Ultimo trabajo, publicado en el British Medical Journal, es un estudio de casos
controles, donde los casos eran los pacientes que habian ingresado en ciertos hospitales con
diagnostico de cancer de pulmén, mientras que los controles eran pacientes cuyo ingreso se
debia a otras causas.

A ambos tipos de pacientes se le interrogaba sobre sus habitos de fumar tabaco, de
inhalar otros gases y otros posibles agentes etiologicos.

Las encuestas fueron efectuadas por personal “ciego”, en el sentido de que desconocia el
propésito del trabajo. El resultado fue que los casos y los controles tenian una exposicion
similar a todos los posibles factores de riesgo, salvo el tabaco, con los siguientes resultados:

Casos | Controles Total
Fumador 1,350 1,293 2,646
No fumador |7 61 68
Total 1,357 1,354 2,714

Tomado de: Autoformas insertar imagenes WORD2010.

Si efectuamos los calculos, el odds ratio es de 9.1, y dado que las tasas de cancer de pulmén
en la poblacion son bajas, puede interpretarse como un riesgo relativo de padecer cancer de
pulmén de los fumadores f rente a los no fumadores.

El resultado es estadisticamente significativo, con un nivel de confianza inferior a 0.001.
En 1954, Doll y Hill comenzaron un estudio prospectivo, de cohortes, en el que se
efectuaba un seguimiento de médicos britanicos y se estudiaba la posible asociacion
entre las tasas de mortalidad y el habito de fumar tabaco, que corroboré no solo los
resultados anteriores sino también una mortalidad mas rapida debida también a otras
causas —fundamentalmente enfermedades coronarias— entre los fumadores.

Otro gran estadistico, Jerome Cornfield, y cinco expertos mas del Nacional Cancer
Institute, de la American Cancer Society y del Sloan-Kettering Institute, escribieron un
articulo en 1959 en el que se revisaban los diferentes trabajos publicados al respecto,

asi como las objeciones que habian sido planteadas tanto por Fisher como por Berkson y
Neyman y el propio Tobacco Institute, demostrando la abrumadora evidencia a favor de la
tesis de que el habito de fumar es una causa importante del aumento en la incidencia de
cancer de pulmoén.
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)
~ Este capitulo

fue clave porque

Me hizo consiente de la importancia de la estadis-
tica en la actualidad.
Ahora tengo clara la necesidad de organizar e interpretar informaciones.
Aprendi a interpretar graficas que condensan informacion.
Conoci los factoriales.
Sé usar conceptos bdsicos de probabilidad.

J
, Concentracion de NNP en sangre de Bovinos con
Conectéemonos con Nefropatia*
Concentracion en
4 Numero de Paciente
la Zoologia mg/dl
1 35
Un investigador Ilevé a cabo mediciones en 9 2 42
bovinos con afeccién renal para determinar la 3 30
cantidad de nitr6geno no proteico (NNP) pre- 4 48
sente en orina y que encontré los resultados 5 65
mostrados en el siguiente cuadro: 6 52
7 31
8 48
9 27

Con los anteriores datos, obtenemos las medidas de tendencia central:
Media: X = (35 + 42 + ... + 26)/9 = 42
Moda: Mo = 48 (es el tnico valor que se repite)

Mediana: ordenamos los datos de menor a mayor:

X = 27, X= 30, Xy = 31, X, = 35, X = 42, X = 48, X, = 48, X ;= 52, y X,= 65

Por lo tanto la mediana corresponde al valor X ;, esto es, Me = 42

Como puede notarse, las medidas de tendencia central son simples y muy faciles
de obtener. De cualquier modo, en lo sucesivo, nuestro interés se centrara funda-

mentalmente en la media; de hecho la mayoria de las medidas de dispersion se
explican en funcion de la media.

Tomado de: http://www.hectorcastillo.org/PDF/Estad%C3 %ADstica%20l,%2011%20y%20l1l- H%20Castillo.pdf
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Repasemos lo visto

Al inicio de la unidad nos preguntdbamos ;Para qué se aplica la estadistica?

Después de hacer un recuento histérico y estudiar los temas desde el grado
6°, llegamos al convencimiento de su importancia, no solo en matematicas, sino
en las demds disciplinas o dreas del conocimiento y naturalmente en su aplica-
cién en la vida cotidiana.

No olvidemos la organizacién de datos en tablas, graficas y los calculos de
las medidas de tendencia central, posicion y dispersioén asi como el cdlculo de
combinaciones y probabilidades.

Unidad 3. Estadistica
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Ganancia diaria de peso en bovinos

n investigador de nutricién animal intere-

sado en conocer la ganancia diaria de peso

(GDP) alcanzada por los bovinos en finali-
zacioén en una granja engordadora que utiliza la in-
formacion de sélo 8 de los 59 animales disponibles,
esto es de una muestra de la poblacién de interés,
y obtiene los siguientes resultados (en kg): 0.950,
0.840, 0.900, 1.040, 0.780, 0.925, 0.860, 0.945.

La medida estadistica que utiliza es la GDP pro-
medio, es decir, la media aritmética, que corres-
ponde a la suma de los valores observados dividida
entre el nimero de ellos.

Para este caso 7.24/8 = 0.905. El resultado ob-
tenido de esta forma estd en gran medida limitado a los datos colectados y s6lo nos
permite resumir y describir parte de la informacién obtenida. Es una parte de la esta-
distica descriptiva, pero no involucra inferencia o generalizacion relativa a la GDP de
los animales no evaluados.

Supongamos ahora que otro investigador evalué del mismo modo a otro grupo de
animales de una explotacion contigua obteniendo un resultado de 0.870. En tales cir-
cunstancias podriamos plantearnos: a) que la diferencia de promedios es de 0.035 kg,
lo que corresponde a un dato meramente descriptivo; b) que el promedio de la granja
A es de 0.905 mientras que el de la B es de 0.870, lo que corresponde también a esta-
distica descriptiva; c) que el ganadero de la granja A, piensa que sus bovinos tienen un
mejor desempefio productivo, lo que se refiere a inferencia estadistica.

Cabe sefnalar que se pueden plantear, segln el conocimiento del area de estudio
que se trate, maltiples hipétesis relativas a los parametros de interés. Asi por ejemplo,
bajo el supuesto de que la diferencia entre 0.870 y 0.905 fuera estadisticamente sig-
nificativa (esto es, con un porcentaje de confiabilidad elevado, basado en probabili-
dad, que nos indica el grado de credibilidad que debe asociarse a cada inferencia) se
podrian plantear diversas hipétesis en relacién a las causas de dicha diferencia, como
por ejemplo, diferencias en el nivel de alimentacién, en la calidad genética de los
animales, entre otros.

Obvio es decir que los planteamientos o inferencias producto del andlisis de in-
formacion numérica sélo dan soporte a las hipétesis planteadas por quien utiliza las
técnicas estadisticas, situacién que no hace necesariamente validas las hipétesis o
generalizaciones efectuadas.

Tomado de: http://www.fao.org/docrep/w7452s/w7452504.htm
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Sabias que...
6 bebés nacen cada 7 metros de longitud 8 ojos tiene
segundo en el mundo. tenia el Estegosauro. una tarantula.
9 veces por minuto late 10 sonidos por se-
el corazon de una ballena. gundo puede diferen-
ciar el oido humano.
\. J 09
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¢En qué vamos?

Reflexiono y trabajo

con mis companeros

1. Una persona obtiene un préstamo de
$ 500,000 pero le fijan una taza de interés
mensual constante de 4.5%. ;Cudnto paga-
rd en total al cabo de tres meses? Usa una
tabla como estas:

6. Un sefior tiene en su billetera 3 billetes de
$1,000, dos de $2,000, dos de $5,000, dos
de $10,000 y uno de $20,000. Si ya sac6 dos
billetes de $1,000, uno de $5,000 y el de
$20,000, ;cual es la probabilidad de escoger
Mes Capital |Tasa |Crecimiento | Nuevo billetes de cada denominacién de los que adn
capital tiene en la billetera
$522,500 La siguiente informacion se utiliza para solu-
cionar los ejercicios 7, 8y 9
En una urna hay 10 boletas, 3 rojas, 4 blancas,
2 negras y 1 azul, ;cudl es la probabilidad de:

Primero |$500,000 [4.5% |$22,500
Segundo 4.5%
Tercero 4.5%

2. En una poblacién de 5,000 habitantes se tomé 7. Sacar una boleta que sea blanca o azul.
una muestra al azar de 30% y se encontr6 que
870 personas son menores de 15 afos. ;Cudn-
tos habitantes de dicha poblacién son menores

de 15 afios?

8. Sacar una boleta que sea roja o negra.
9. Sacar una boleta que sea blanca o negra.

3. Calcula: Media, mediana y moda de los si- 10. Una baraja espanola tiene 40 cartas, de las

guientes datos: 2, 2, 3,3,3,4,5,6,7,7 8,8,
8,9, 10, 10.

4. Un jugador de dominé toma cuatro fichas de
las 28. ;Cudl es la probabilidad de que todas
sean «dobles» (igual nimero de puntos en
ambos cuadros)?

5. Para un espectdculo, se dan al azar fichas con
un logotipo determinado que indicara el orden
en que participaran las personas. Calcular la
probabilidad de que queden alternadas per-
sonas de ambos sexos, si hay 4 hombres y 3
mujeres para el espectaculo.
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cuales se llaman figuras a las cartas As, Sota,
Caballo y Rey. Ademas se clasifican en 4 pa-
los: oros, bastos, copas y espadas. Calcula las
siguientes probabilidades de sacar:

a. UnAs
b. Un As o Rey
c. Un Caballo de espadas o Sota de copas.

Unidad 3. Estadistica



Le cuento a mi profesor
Con tu profesor, resuelve la siguiente rejilla.

Lee el enunciado y sefala con una x la categoria correspondiente, segtn lo
que has aprendido.

Qué sé hacer | Superior | Alto | Béasico | Bajo
Determino la tabla de frecuencias de un conjunto de datos agrupados o
no agrupados.

Elaboro el histograma y el poligono de frecuencias para una tabla de
frecuencias.

Calculo las medidas de tendencia central: media, moda y medida para
un conjunto de datos.

Calculo medidas de dispersion.

Calculo el factorial de un ndmero dado.

Simplifico expresiones que tienen niimeros factoriales.

Determino el espacio muestral de un suceso.

Conozco la regla de Laplace.

Calculo la probabilidad de unos datos favorables y no favorables.
Resuelvo problemas de la vida cotidiana que requieran el calculo de
probabilidades.

Autoevaluacion

Participo y aprendo | Superior | Alto | Béasico | Bajo
Participo de manera activa en clase, formulando o respondiendo
preguntas.

Aplaudo las actitudes creativas que inviten a buscar nuevas soluciones a
situaciones problematicas.

Participo activamente en los grupos de trabajo.

Comparto mis saberes y dudas con mis companeros.

Fomento la disciplina dentro del grupo.

Permito la libre discusién.

Propongo problemas o actividades para resolver en clase.

Repaso en casa lo suficiente, sobre lo aprendido en el colegio.

211

Unidad 3. Estadistica



Unidad 1

1. 30 al mayor, 15 al del medio, 10 al menor.

2. El patron es un aumento de 4 fichas, en la sexta: 25 fichas y en la décima: 41

3. Enlaprimerafila:9 8 7 6
Enlasegundafila:1 2 3 4 5

4. Fila 1: 5, Fila 2: 19, Fila 3: 27; el patron: A partir de la tercera posicién cada
nimero es la suma de los dos anteriores a él.

5. 14 asignaturas

6. 36 asignaturas

7. 50 m.

8. 25 minutos.

9. 10h.

10. x=18; 4x=72; 5x=90

Unidad 2

1. 2. Angulo recto =90°
3. 64°
4. 16,48 m.
5.559m
6. 4.7 m
7.64m
8. O
9. B)
10.O)

Unidad 3

1. D 6. B

2. C 7. B

3. C 8. B

4. C 9. B

5. A 10.C
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1° 500,000 4.5% 22,500 522,500
2° 522,500 4.5% 23,510 546,010
3° 546,010 4.5% 24,570 570,580

2. 2,900 aproximadamente, son menores de 15 afios
a) Media=5.9

b) Mediana=6
c) Moda=3vy 8

4' (27_8) 7 '(_)'(_)_491400 o

o HEHEHE s

S PELOO0) == P(S2.000)-

(o)}

P($5,000) = é ; P($10,000) = %

7. P(BoA) = P(B)+ P(A) = io % _ %

8. P(R6N) = P(B)+ P(N) = E % - %

. P(BON) = P(B)+ P(N) = % % _ %

O

10.
5 P(As)= ==L

40 10

b P(R6N) = P(B)+ P(N) = % % _ %

o) P(Cabdeesposotadecopas) = P(CabE)+ P(SdeC) = L 1_1

40 40 20
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